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Bemerkninger om et multipelt integral.
. . . . ) Av
Atle Selberg.

\

ot 1ty L@@
_)“/:u 1(1—-u)'y ‘du =1( =) (g)ldlgforéhx>0 fRy>0))

f . 'ulzt"_"uz”r" e W (I — g —. w1y . du,=

Iy I'(x,) ... T'(zp11)
[(x1+z,+...+ﬂ‘p-rz)’

I dette arbeid skal vi betrakte et annet integral som ogsa
La,n anses som en generahsasmn av Eulers for p>2 mneholder

mtegral Vi skal vise at ndr p er et helt posuu,t tall og

. : T oy - . 1 .‘Rx : my
Rx>0, .‘hy> 0, 9i4>——mm{—p—,;]—.__1., 27:?}’

.1 |
f(ulu,.. up)1 (I-ul) (1—uy,)...

(I—- )= A (W) 2 du ... du, =

1_ 2T+ o+ (r— 1)) T+ — 1))
ym1 I(1+z)1"(x+y+(p+r—")2)

e ; Se f. eks. C. Stermer, Forelesmnger over Gammafunksjonen, § 22 s. 51.
2 R« betegner her og i det folgende realdelen av 1.
2)=-C. Stormer, Forelesninger over Gammafunksjonen, § 26 s. 56.
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Her betegner A (u) «diskriminantens

AW =A@, Uy u) = JT (4 — ).
i<j o

Denne formel har jeg ikke kunnet finne anfert i den ti
gjengelige litteratur, sa den synes ikke & veere kjent tidligere!
Formelen er ganske interessant i seg selv, og synes dessute;
ikke & vere si helt enkel & bevise ved de gjengse metode
med tilbakeforing til kjente integraler ved hjelp av variabels
transformasjoner eller liknende. Jeg skal derfor i det folgendes:
gi et, riktignok noe komplisert. bevis for formelen (3). Fog
* o P =1 reduserer (3) seg til (1), vi vil derfor i det folgende é.z_fta.
o at P er et helt rasjonalt tall > 7. Videre betegner i det fe
gende z og y alltid komplekse tall med positiv realdel. -

2. La oss forst anta at z er et helt rasjonalt tall = 0.V
kan da skrive A (u)* som et polynom i w’ene. :

. ' . .
Ay =X Cueg gy U UL L 2",

hvor c’ene er tallkoeffisienter. Innfores dette i integralet pa
‘venstre side i (3), far vi det uttrykt ved en sum av integraler
av typen ' '
1 1
)] f R e T e ¥ —u)* L (I —u)—du,. ..du,

o 0 -

=Il} F(x+“v)1'(y_)
i ' +y+a,)’ o
ifelge (1). Da indeksenes rekkefolge ipenbart er h'kégyldig, vl'g‘
vi for enkelhets skyld anta 0SS, <...<gq, A (u) ecs

homogen i alle ’er og av grad. ?Q—Q_,—-—]l; altsa har vi
n(p—1) :
o+ ot . Fa, = 7_.(_7_’:?.__) Zz=p(p—1z,
hvorav , V
Pa, Zp(p—1)z; 4= (p—1)=. |
Pi samme mate fis, da A(u,, .. ., u,) er delelig med A (u,, .y Uy

for v=1,2,...,p, at a, = (v—1)z. No er

ﬂ ae ') I en litt annen form har jeg anvendt formelen i et tidligere arbeid,:
e E uten bevis. Se A. Selbery, Uber einen Satz von A. Gelfond, Arch‘.‘ﬂgQ} E
Math. og Naturv. B. XLIV Nr. 13, s. 15 formel (1n).
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2z

e e = e | s ()]
’ } !
folgelig ma vi ha :

ulu, . ,upap = u, 2Ap—~Dz—a'p 2(p——1)2—«’,
hvor a', oppfy ller de samme ulikheter som a,,a’, = (v — I}z
Dette gir ..
0= 2(p— D)2 —dpri S 2p—Di—(p—Nz= (P +7 =22
For v=1,2....,p, har vi altsd
p—DNz<a < (p+r—2=
Vi kan derfor skrive
‘F@+ae) ~  Te+@e—Dz 7>

= I _
'+ytao) F(I+y+(13+v—-—2)z) ‘1_0(?.*-(" Nz +1) -

AY

b L@+ =13
ety et )= re g re—aa Y

hvor qu, er et polynom i z og y av grad (p +v-—-2)z—ayx .
lInnfc;res dette i (4), far vi

i1 .

J uf“"‘ﬁ"’. . .u,,“‘f"p—"(l-— U)o (I — up)}”"’ duy...du, =

Yo -
_ I+ =120
Qusr iy (- ?””I*(x+1+(p+»—-2)z)

hvor Q,,x er et polynom i = og y hvis grad 1 y er lik

..... «p

2{(p+¢-—2)z——a}—§—p—(l’2———) p(p 1)2_1’_@2:,1_);,

;Da. venstre side i (3) kan skrives som en sum ' ‘av uttrykk av
‘jformen (4), gir dette videre

. 1 : ,
o fne - (T—a) 1A ) E . dup =

Fe+e—N2)T @ A
= T — 4
Q(z y)_l I'(z—ryJ-(p+v—-2)«) :

' Q (z ) » [z+ (r—T)2) [y +(—1)2)

n s
7 r (z‘—i-y-’-(l)-i-*-—?)z)

-Hy(y+1) y+(r—1Dz—

5_.. hvor Q (z,v) er et polynom i z og yav grad hoyst M—;—_-I—) ziy.

~
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Pi grunn av at A (u) = F+A(I—u)er iinidlertid ve_'n'stre' side |
av denne likning en symmetrisk funksjon av z og y, folgelig

- har vi identisk : ) ST T

Q(z,9) -
Jye+n. . g+o—n—n
- A D) o

ylpllx(x—i-l)..._(._z—}—(v —Nz—1)

Da de to nevnere er innbyrdes primiske, kan denne likning bare
bestd nar nevnerne pa hver side av likhetstegnet gar opp i

tellerne. Nevneren pai venstre side er av grad ¥ (v — 1)z =
R

2—(—7%:—1—) z i y, slik at venstre side blir av nullte’ grad i ¢ og

altsi ma vewre et polynom i 2 alene. P4 samme mate ma hoyre
-side vare et polynom i y alene. Folgelig er uttrykket pa venstre
side uavhengig av z og y og avhenger bare av p og z, vi vil
betegne det med ¢, (z). Innfores dette ovenfor, fir vi 3

11 S ~ : s R
(5) / . .f(u,. . .u,,)z'“f{(l-ul) e (1,—:1(,,)}1"'.1;' A () duy .. du, #: :
] a . . . .. . - . -

@ LEFOo—Da Iy +o—Ds
ye1 I'(x_+y+(p+v—?)z) —

For 4 bestemme ¢y (2), velger vi her x =1, y =1, -og far
1 1

(6) f...f]'A(ul,...,u,,)F‘dul...(lu,,:
0 .0 . ' -

=Gy

P Ty (r—1)2) 5
s i rere =29

P4 den annen side har vi, idet integranden er symmetrisk i v’ene-
11 : o

fn-flA(ll-l,...,up)F‘du,‘.‘..»du.,= S . "—‘_".
i _ - :

[N

A TR T e e T
=p fdu, [, []O . ) Prduy .. dupy =
‘ A oo
“p . R . P .

. S
= p'/ du, f.. / {(p—uy). .
o o 0 1

(w, —up )} A (.u?’ e ii,'_,)_ 2 du, ... du,,_;_', .

P
s




¢ ’ \ — D) ——
e A .
:gettes her w, = vyup, ..., Up_; = t, s u,, gjelder
- =1 (p—2)
‘ A (v, Upy cos Upg M) = U *  A(vy,...,01),
det.te gu‘
: 1 1

J; S f [ (g o) P day.. . duy=p [u,po—Dr4r—1 dy,.
¢

_~.0

1
U= T2 )} | A (v, ) [P vy oy =
0

ﬁ‘p—l)z+1f f .. _

(1 — v,,_,)‘"=| A (v1 s e Vpi) [Zduy . vy =

Gl P+ (v — D2 T (14 (v4+1)2)

p—TDz+1mi TEF+r—D2
hvor det siste integral beregnes av (5) ved 4 sette z = I,
y 2 z+ I og p—1 for p. Sammenholdt med (6) gir dette -
-?'»*‘() g DU+ e—0z) _
'~‘ re=] r (2 + (p+"'—'2) ‘)

SRy N =0 ol Bt 6= DU+ +D2)

p—Dz+1,ei.  TECF@Fr—1D2) '
Etter en del reduksjon fir vi

ru
o () = &yt () P,
é hvorav da. cy (z) = I ifelge (1),
i » I (1 -+ 12)

46,,(2) t']-{l F(1+")

Innfbre‘: dette 1 (5) ser vi at'(3) er bevist under forutsetning av
. at’z.er et hell ra.s_yonalt tall =0.

3 La no z og y vere faste, og la oss betrakte de to funk-
s,]oner av den komplekse variable z,

f£2)=‘/ . ;.f(ui ey (1—wy) ..
R Y AR 0 . ' .
" ’ ' (I — w1 | A (u) |22 duy . .. du,,




P o S
‘Jﬂzﬁru+mrm+w~nnrw+@—nn=
-1 F(l*ijz)lv(z+y+(23+”*—2)'z) B
~ LI+ M+ (0 —1)2) I'(y + (p—»)3)
1 F(l+2I'z+y+(p +rv—2)2) SRS
Vi ser straks at f(z) og g(2) er regulere og analytiske for-
 Rz2=0, og da alltid [A)| <1 ma [f(2)] vere begrenset. i
© dette halvplan. For & vise at 0gsa |g(2)| er begrenset i dette
omrade, er det tilstrek_kelig a4 vise at hver av de p faktorer;i,
det siste produkt i ovenstiende likning er begrenset. Da ut-
trykket er regulert i og pa randen av omridet, - bortsett fra -
randpunkiet z = oo, behever vi bare & vise at det er begrenset -
nar |z|— co i dette balvplan. Anvendes Stirlings formel?) S

I'(w) ~ V27 wo—t g,
som gjelder. uniformt for |w|— 00 og Nuw >
. del regning
LI+ Iz +(r—1)2) I'y+(p—» z)
TIaT@+y+ 0 Fr—27

0, far vi etter.en

Y/ A — Tt (p i
I+z (p+vr—2
.ww—m*@~mj’”’
_ ( (p+ v —2p+r=a""
nar [z|—>oc og Rz=>0. Da

’

) V=1 (p—
oy =g

for 1<» < p, vil hoyre og folgelig ogsa ‘venstre side av denne:

asymptotiske likning veere begrenset. for Rz=> 0. Altss er ogsii:}- N

|9 ()| begrenset for Rz=>0. Setter vi no h(z) = f(z) — g ()i
- mi h(z) vere reguler og begrenset for RNz=> ¢, og etter hva vi: o

har vist i foregiende avsnitt, er 4 (z) = 0 for = =0,1,2,.... Fora’

reell og > 1 og n et helt rasjonalt tall > a,

integralformel : N o

=],

gir no Cauchys:

1) C. Stormer, Forelesninger over Gammafunksjonen. § 16 . 32. Det::
er her praktisk & bruke den modifiserte formel, J” (@ 4+ w) ~u

Von wote—s €™¥, hvor @ er fast. Denne utledes lett av.ovenstderde.




d (a 1)(a ..{a—n) ‘ h (z)
v,h (@) = ‘/ (z—a)(z— 1) (z—2)... (z-——n)dz’
herav far vi e

| falt (a—fe)! LAY
< <
Wa” f Ve ihd D @rn o

<l (n—[a)! "‘(“)Jdt CIEIITT
Zan! 1+t 2a(n—a)*1) 1483

-0

: aLar vi n— oo fas h(a) =0 for alle reelle a> 1, folgelig ma -
# <h(z) forsvinne identisk i hele sitt definisjonsomrade %tz = 0;
. 3d.v.s. (3) er bevist for alle z med Rz 2= 0.

4, La oss for kortnets skyld skrive Rz = z,, Ry = y,, og

, o vare reell og 0>o>——m1n{1 ez B } Vi skal
. P p——l p—1
P betrakte funl».s;onen

n@ = FLd+w) (@ + 0 —)2) (g + (r—1)2)
LT e T+ T@m+un++r—292

_Utvxlder vi ¢, (z)l etter potenser av z — I, g¢,(z)=

Vg ’(1)

(z— 1), ser vi at denne utvikling konvergerer for
n-o
=0, idet det nermeste smgulaere punkt er polen i z = —

——_—_—1} For Rz=>0 gjelder ifglge foregiende
f f (U )1 {(T — ). |

_ {(1— up)\lh"l | A (u) 122 duy . . .duy, -
hvorav for £> 0, '

- 11
) I)"g™ (1) = 2“f.. f('"1 ceeup)n! {(1_‘ ) ...
g 0

04 ‘_.up)}v,—-l | A (u)? {log A@)] }n du, .., du, =




=18 —

=2 f J (0, - up)’-—’ I —uy)..

elupll—¢

| AW >e :
’ 71— —1 2 T
(1~} iA(u)l{ DIA(),[dzcl,.,, .
Dette gir e
oW
N (— 1)* g, (1) .S
g110) = ; 2l —ar >
' Q 27 (1 — o)
= 2 ! -f y
v eZuili—e
: s ' 1 Zwi>e SN
_ o " 1 n Lo .
(1 —-—up)}yx—z [ A (u)i? {Iogl—m} duy ...du,= ...
=[S
EC Uil 1—&
. .[L(u)1>€:

L
2 12— a)loc
7 fup>‘”'“'lA(u)l=\{ —— iA(u)l}

.1...

= f . f (). )51 ’(1 —uy). .. (1 ———u,,).)yl-’[A(u){"’"du,
e<ui< 1€ -
[ L(u); >e ’

folger at mtegralet
f. . j (ux .o up)n—t {(1 —uy)...(Z ———u,‘,)}yl” | A (w) P duy
o o . :

eksisterer Av dette ser vi at 1ntegralet

f f(ul u,, )1 ’(1 — ul) (1 —up) 1| A(u) [*du, ... dﬁ:

eksmterer for N 22> o og konvergerer uniformt i dette omra.de
folgelig framstiller det her en reguler analytisk funksjon. I fore-v_
‘giende avsnitt- viste vi- at- formelen (3) gjelder for Rz > 0, den’
ma derfor ogsa besta for Rz =>o; da ¢ kan velges vilkirlig naet ,
' 1 Rz Ny y 1 =
p'p—1p—

1 91:2: Ry
\p’p—1'p—1

'— min { , Jolger at (3) gjelder for 9\9: >0, Ny J> 0

| Nz> — min }, hv. sk. bev.




