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1
IntrodutionLes probl�emes de magn�etisme quantique en deux dimensions oupent une plae impor-tante parmi les enjeux atuels en th�eorie de la mati�ere ondens�ee. Les utuations de spinsjouent un rôle inontournable dans les oxydes, et tout partiuli�erement dans les supraon-duteurs �a haute temp�erature ritique, mais aussi dans les isolants de Mott en g�en�eral :des mat�eriaux magn�eto-r�esistants �a l'3He solide.Le mod�ele abord�e dans ette �etude est elui de l'�ehange multiple, g�en�eralisation del'hamiltonien d'Heisenberg �a des proessus d'�ehange impliquant simultan�ement plus dedeux partiules. Ces proessus d'�ehanges se traduisent par un hamiltonien e�etif de spinssur r�eseau qui est une somme d'op�erateurs de permutations. Dans le langage des matriesde Pauli, les interations ne ontiennent pas seulement des termes �a deux spins ~Si � ~Sj,omme dans le mod�ele d'Heisenberg, mais aussi des termes �a quatre, six spins et plus :(~Si�~Sj)(~Sk�~Sl), (~Si�~Sj)(~Sk�~Sl)(~Sm�~Sn). Pourquoi s'int�eresser �a des interations si omplexes ?Tout d'abord, les �ehanges �a plus de deux partiules sont naturellement engendr�es dans lesisolants magn�etiques quand on int�egre les degr�es de libert�e de harge. C'est par exemplele as dans le mod�ele de Hubbard �a demi remplissage et forte r�epulsion [84℄, et e ave desamplitudes qui sont loin d'être n�egligeables devant les �energies des termes d'Heisenberg,dans les uprates notamment [34, 111, 130℄.Par ailleurs, une part importante de l'int�erêt du mod�ele d'�ehange multiple provientde sa r�ealisation exp�erimentale dans l'3He solide. Le diagramme de phases magn�etiquede l'3He �a trois dimensions est aujourd'hui ompris dans le adre du mod�ele d'�ehangemultiple [36, 49, 113℄. Dans e solide quantique, les mouvements de point z�ero des atomessont tels que les �ehanges tunnel, o�u jusqu'�a quatre atomes �ehangent leurs positions parpermutation ylique, sont fr�equents. Ces �ehanges d'atomes dans l'espae r�eel se tra-duisent de mani�ere e�etive, dans l'espae des degr�es de libert�es de spins, par les inter-ations �a plusieurs spins �evoqu�ees plus haut. Il est maintenant de plus en plus lair queles mêmes proessus d'�ehange multiple sont �a l'�uvre dans l'3He bidimensionnel, r�ealis�eexp�erimentalement en adsorbant une, deux ou trois ouhes atomiques sur un substratde graphite [50℄. L'abondane de propri�et�es exotiques li�ees �a la frustration dans e ristalfait du mod�ele d'�ehange multiple sur le r�eseau triangulaire un probl�eme partiuli�erementrihe.



2 INTRODUCTIONQue sait-on de l'e�et des interations d'�ehange multiple sur des spins quantiques ?Si beauoup de travaux traitent du mod�ele d'Heisenberg et de ses variantes sur plusieursr�eseaux, beauoup moins fr�equentes sont les �etudes qui s'int�eressent aux interations �a plusde deux spins. Les r�esultats onernant la nature du fondamental quantique en pr�esened'�ehanges multiples, �a quatre spins notamment, sont peu nombreux. Il s'agit d'approhesde hamp moyen et d'ondes de spins [113℄, de diagonalisations exates (N � 18) surle r�eseau arr�e [111℄ de aluls de \oupled-luster approximation" [112℄ ou d'analyses demod�eles unidimensionnels (par th�eorie des hamps [96, 119℄ ou num�eriquement [23℄). En�n,plus r�eemment, des diagonalisations exates ont �et�e r�ealis�ees sur le r�eseau triangulaire [94℄.Dans l'ensemble, il ressort des travaux en dimension un et deux que la frustration des in-terations �a quatre spins a�ete profond�ement les solutions lassiques ou de hamp moyen,parfois au pro�t d'�etats sans ordre magn�etique. L'espoir d'obtenir des phases quantique-ment d�esordonn�ees �a temp�erature nulle a �et�e une motivation importante de e travail,même si auune donn�ee sur la nature des fondamentaux possibles sur le r�eseau triangulairen'�etait alors disponible.Par o�u aborder le probl�eme ? Du point de vue des m�ethodes th�eoriques disponibles, ladimension deux est peut-être la situation la plus diÆile. Alors qu'il existe di��erents outilsanalytiques pour traiter les probl�emes quantiques en dimension un (ansatz de Bethe [21℄,bosonisation ou invariane onforme) et qu'en dimension sup�erieure ou �egal �a trois lesm�ethodes de hamp moyen sont souvent �ables, la dimension deux est plus probl�ematique.En deux dimensions, les aluls d'ondes de spins permettent l'�etude des syst�emes ordonn�es.Cependant, dans le as de spins 12 frustr�es, il n'est pas rare que les utuations quantiquesd�etruisent l'ordre de N�eel �a longue port�ee. Des th�eories de hamp moyen (limites N !1des g�en�eralisations SU(N) [6, 10℄ ou Sp(N) [104℄ du mod�ele SU(2)) permettent d'aborderes phases d�esordonn�ees mais leur mise en plae peut être diÆile quand l'hamiltonienposs�ede des interations �a plus de deux spins. Num�eriquement aussi, la dimension deuxest plus d�eliate que la dimension un o�u le \density matrix renormalization group" [145℄permet d'�etudier de grandes tailles. Quant �a la frustration du mod�ele d'�ehange multiple,par le fameux probl�eme de signe, elle limite fortement les simulations Monte-Carlo.La plupart des r�esultats de e travail ont �et�e obtenus par diagonalisations exates.Il s'agit de aluler num�eriquement les �energies et fontions d'onde propres de syst�emesde taille �nie, par une m�ethode de type Lanz�os assoi�ee �a une analyse extensive dessym�etries de l'hamiltonien et des e�ets de taille. Cette tehnique s'est av�er�ee puissantepour �etudier l'e�et de la frustration dans le ontexte du mod�ele d'Heisenberg sur le r�eseautriangulaire [18℄. Il semble qu'une des l�es soit de ne pas limiter l'analyse aux alulsde la suseptibilit�e assoi�ee �a haque forme d'ordre envisag�ee, mais d'exploiter plus enprofondeur l'information des spetres. L'�etude des sym�etries des �etats de basse �energie,pare qu'elle permet d'aborder le probl�eme ruial des brisures spontan�ees de sym�etrie,est une des donn�ees les plus importantes. Nous l'utilisons haque fois que 'est utile et



INTRODUCTION 3possible.Grâe aux diagonalisations exates, nous montrons que le mod�ele d'�ehange multiplesur le r�eseau triangulaire poss�ede une phase o�u les utuations quantiques d�etruisentl'ordre de N�eel �a temp�erature nulle. L'approhe num�erique permet d'aller assez loin dansla arat�erisation de e liquide de spins : depuis son ordre loal �a sa thermodynamique �atemp�erature �nie, en passant par les sym�etries de son fondamental ou le spin de ses exi-tations �el�ementaires. Pare qu'elle se trouve dans la zone de param�etres pertinente pourl'3He , et pare que la d�eouverte d'un nouveau liquide de spins peut avoir des retomb�eessur d'autres probl�emes de magn�etisme quantique, 'est sur ette phase du mod�ele que nousavons onentr�e nos e�orts.L'organisation de e m�emoire est la suivante :� Dans le premier hapitre nous pr�esentons l'hamiltonien d'�ehange multiple et sonorigine mirosopique dans le adre de la th�eorie de Thouless [135℄ et disutonsbri�evement l'appliation aux �lms d'3He .� Au deuxi�eme hapitre nous abordons une approhe de hamp moyen quantique pourtraiter les spins en interation, les bosons de Shwinger. Les hapitres suivants nousapprendront que ette th�eorie de hamp moyen ne prend pas bien en ompte les tr�esimportantes utuations quantiques engendr�ees par la frustration et les interations�a quatre spins.� Troisi�eme hapitre : Diagonalisations exates et premier diagramme de phases. Latehnique et les grandes lignes du diagramme de phases �a temp�erature nulle dansl'espaes des param�etres Jn de l'hamiltonien sont pr�esent�ees.� Le quatri�eme hapitre explique en quoi l'analyse des spetres de taille �nie montreque les utuations d�etruisent l'ordre de N�eel dans la phase non ferromagn�etique.� Le inqui�eme hapitre est l'investigation des propri�et�es du fondamental dans la phasequantiquement d�esordonn�ee. La question entrale �etant ii de d�eterminer �a quellefamille de liquide de spins le mod�ele appartient, et en partiulier de savoir s'il y a ounon brisure spontan�ee de sym�etrie spatiale �a T = 0.� Sixi�eme hapitre : omportement du syst�eme dans un hamp magn�etique ext�erieur.Le rapport entre les �energies d'�ehange et l'�energie Zeeman 1 permet, dans l'3He solidebidimensionnel, d'explorer le diagramme de phase magn�etique ave quelques Teslas.Cette question est don d'un int�erêt exp�erimental diret. Nous disutons l'existenede plateaux d'aimantation.� Les propri�et�es du syst�eme �a temp�erature �nie sont �etudi�ees au septi�eme hapitre etnous pr�esentons quelques omparaisons quantitatives ave des donn�ees exp�erimentalesde haleur sp�ei�que et de suseptibilit�e des �lms d'3He.1Le moment magn�etique de l'3He est de �=kB=1.556mK/Telsa et les �ehanges typiques, en deuxi�emeouhe solide �a basse densit�e, sont de l'ordre du milli Kelvin.





5
Chapitre 1Mod�ele d'�ehange multipleLe rôle des proessus d'�ehange �a plus de deux partiules est depuis longtemps re-onnu dans l'3He solide tridimensionnel [113℄. Plus r�eemment, les �lms solides d'3He ontaussi �et�e l'objet de nombreuses �etudes pour leurs propri�et�es magn�etiques. Si les premi�eresexp�erienes de RMN sur de l'3He adsorb�es remontent aux ann�ees 70, e n'est qu'�a partirde 1984 (Frano et al. [45, 46℄) que l'existene d'�ehange magn�etique nul�eaire dans del'3He 2D a pu être mis en �evidene, �a Grenoble, de mani�ere d�e�nitive par les premi�eremesures de RMN au milli Kelvin.Ce hapitre ommene par un rappel des arguments de Dira et Thouless [135℄ qui�etablissent la pertinene d'un hamiltonien d'�ehange, dont le prototype est elui d'Heisen-berg, pour d�erire de mani�ere e�etive le magn�etisme d'un syst�eme de fermions quasimentloalis�es. Nous pr�esentons ensuite un diagramme de phases lassique d'un mod�ele pourl'3He inluant des �ehanges jusqu'�a six partiules. Les e�ets quantiques, qui se r�ev�elentapitaux dans e syst�eme extrêmement frustr�e, font l'objet du hapitre suivant.1.1 L'�ehange omme hamiltonien e�etifIntroduit par Dira [38, 39℄ et Heisenberg [58℄, l'hamiltonien d'�ehange est une des-ription e�etive dans l'espae des spins de l'interation entre fermions quasiment loalis�es.Nous pr�esentons une expliation suinte de la th�eorie de Thouless [135℄. Le point de vueadopt�e ii est largement inspir�ee du travail de Roger et al. [105, 113℄.Partons d'un syst�eme de partiules disernables, sans spin 1 mais identiques (i.e l'hamil-tonien est invariant sous toute permutation P des oordonn�ees des partiules PH = HP ).Nous supposons que dans les �etats de basse �energie, es partiules sont quasiment loalis�eeset se r�epartissent sur N sites d'un r�eseau et forment un ristal. Le probl�eme est don elui1C'est dans un deuxi�eme temps que nous s�eletionnerons dans le spetre les �etats propres qui sont les�etats physiques de fermions de spin 12 .
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Fig. 1.1: L'abaissement des barri�eres d'�energie qui s�eparent les avit�es dans l'espae desphases l�eve la d�eg�en�eresene N ! du fondamental.d'une partiule quantique �tive dans un espae de dimension 3N, dont le potentiel poss�edeN ! minima �equivalents. Chaque minimum orrespond �a l'une des N ! fa�ons de plaer Npartiules disernables sur les N sites du r�eseau. Si les barri�eres d'�energie s�eparant es N !points de l'espae des phases �etaient in�nies, l'�etat fondamental serait N ! fois d�eg�en�er�e.L'abaissement de es barri�eres l�eve la d�eg�en�eresene en permettant �a la partiule �tivede passer d'une avit�e �a l'autre (Fig. 1.1).Comme pour un �eletron dans un solide, on �etudie la formation de la bande d'�energie laplus basse par un hamiltonien de saut (Fig. 1.2). Un saut du syst�eme d'une avit�e �a l'autreorrespond don �a une permutation des oordonn�ees (d'espae) des N partiules r�eelles :H = � XP2�N JP �Pespae + P�1espae� (1.1)L'hypoth�ese de quasi-loalisation implique que les proessus tunnel de saut d'une avit�e�a l'autre sont rares. Nous pouvons don �etudier de mani�ere isol�ee, ave une bonne pr�eisionen �energie, un proessus de saut partiulier. Consid�erons les termes P et P�1 quand ilsouplent les avit�es !; P!; � � � ; P n�1! (o�u n est l'ordre de la permutation P). Nous savons �apriori que la fontion d'onde du fondamental n'a pas de n�uds 2, et don qu'elle orrespond�a la ombinaison uniforme ! + P! + � � �+ P n�1!. Cet �etat doit don minimiser l'�energiede �JP (P + P�1) et par ons�equent JP > 0.L'indisernabilit�e des fermions restreint l'espae de Hilbert aux produits antisym�etriquesHfermions = Antisym [Hespae 
Hspin℄. Une fontion d'onde physique j	i v�eri�e don : 8P2On peut trouver une d�emonstration de e th�eor�eme au hapitre 4 de la r�ef�erene [87℄
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Fig. 1.2: Les �energies onstituant la bande la plus basse sont reproduites par un hamilto-nien e�etif de saut.PspinPespae j	i = (�1)sign(P ) j	i o�u par d�e�nition Pspin := (1
 P ) et Pespae := (P 
 1).En faisant agir (1.1) sur j	i nous trouvons don :H j	i = �XP JP �Pespae + P�1espae� j	i= �XP (�1)sign(P )JP �P�1spin + Pspin� j	iNous en d�eduisons une �eriture de H en termes d'op�erateurs n'agissant que sur la partiespin de la fontion d'onde :Hspin = � XP2�N(�1)sign(P )JP �Pspin + P�1spin� (1.2)C'est ette forme que l'on d�esigne par hamiltonien d'�ehange multiple. Il y a �egalit�eexate sur Hfermions entre les op�erateurs (1.2) et (1.1). L'int�erêt de la forme (1.2) est qu'ellepermet de ne onsid�erer qu'une partie des degr�es de libert�e, eux de spin, en se pla�antdans Hspin. Cet espae est de dimension plus faible que Hespae 
Hspin et est en bijetionave Hfermions 3.3Math�ematiquement, voii omment s'op�ere ette bijetion, et d'une mani�ere g�en�erale le ouplage entrefontions d'onde de spin et d'espae. La onstrution expliite d'une base d'�etats antisym�etriques si-multan�ement veteurs propres de H , S2 et Sz se fait en lassant les �etats de spins et les fontionspropres d'espae j�ni en terme des repr�esentations irr�edutibles (RI) du groupe des permutations �Nauxquelles ils appartiennent. Nous d�eomposons l'espae des spins suivant les nombres quantiques S2, Szet f = 1; � � � ; f(S) : hD 12 iN =LN=2S=0 ou 12 f(S)DS . On montre que les ��S2; Sz; f�f=1���f(S) se transformentsous les permutations suivant une RI de �N , �S , de dimension f(S). De mani�ere analogue, un �etat j�nise transforme suivant une RI de �N not�ee �n. Par ailleurs, toute RI de �N reste irr�edutible quand on lamultiplie par la repr�esentation det : P ! (�1)sign(P ). On v�eri�e alors, 'est une ons�equene direte del'orthogonalit�e des RI, que e sont les fontions d'onde d'espae j�ni se transformant suivant �n = det � �Squi formeront ave les ��S2; Sz; f� les �etats totalement antisym�etriques herh�es.



8 CHAPITRE 1. MOD�ELE D'�ECHANGE MULTIPLE1.2 �Ehange multiple dans l'3He sur le graphiteL'3He adsorb�e sur un substrat de graphite onstitue un syst�eme exemplaire pour �etudierle magn�etisme en deux dimensions. Le graphite est fortement attratif pour les atomesd'3He. Ainsi, le potentiel d'adsorption d'une surfae de graphite pour un atome d'3Hepr�esente un puits d'une profondeur d'environ 200K. L'�energie d'adsorption, elle, est de-136.2K (Joly et al. [67℄ et Brami et al. [22℄). La di��erene entre es deux �energiesprovient de l'importante �energie in�etique (de point z�ero) des atomes dans la diretionperpendiulaire au substrat.Ce substrat de graphite permet la ristallisation d'un solide bidimensionnel triangulairede spins 12 . Elser [41℄ propose en 1989 un mod�ele pour le magn�etisme de la seonde ouheommensur�ee, bas�e sur un r�eseau kagome. Ce mod�ele a �et�e abandonn�e depuis 4. Pour unedensit�e totale 17:8 < �t < 18:5nm�2 on observe deux ouhes solides d'3He (orrespondant�a une densit�e dans la deuxi�eme ouhe 6:4 < �2 < 7:6nm�2). Pour des densit�es plus faibles,la deuxi�eme ouhe est liquide 5, tandis que si �t augmente, des atomes sont promus entroisi�eme ouhe. C'est dans la deuxi�eme ouhe, puisqu'elle est plus �eloign�ee du substratet don moins on�n�ee dans la diretion perpendiulaire, que les mouvements de pointz�ero, et don les proessus d'�ehange, sont les plus importants 6.L'�evaluation des fr�equenes d'�ehange �a partir des premiers prinipes est une tâheardue. Roger [105℄ en 1984 e�etue un alul semi-lassique (WKB) des �ehanges dansl'3He tridimensionnel et dans le ristal de Wigner. Il met notamment en �evidene l'impor-tane du terme �a trois orps sur le r�eseau triangulaire. Les fr�equenes d'�ehange ont plusr�eemment �et�e alul�ees par int�egrales de hemins Monte-Carlo (PIMC) [16, 17℄ dans leas de l'3He sur le graphite. En premi�ere ouhe, es simulations pr�edisent des �ehangesde l'ordre du milli Kelvin aux plus basses densit�es (� = 6:8nm�2) et desendent au miro4La suggestion d'Elser est bas�ee la onstatation suivante : pour le rapport de densit�es 4=7 entre ladeuxi�eme et la premi�ere ouhe, il existe une struture ommensur�ee, �energ�etiquement favorable, o�u unquart des atomes (sites B) de la seonde ouhe (triangulaire) se trouvent exatement au dessus d'unatome de la premi�ere ouhe, ontrairement aux autres atomes de la seonde ouhe (sites A). Elser faitl'hypoth�ese que les �ehanges les plus fr�equent sont eux entre les sites A, qui forment un r�eseau kagome.Ce mod�ele est onstruit pour expliquer les donn�ees de haleur sp�ei�que de Greywall et Bush [52℄.Depuis, les aluls Monte-Carlo des fr�equene d'�ehange ont indiqu�e, au ontraire, que tous �ehanges (A-Aet A-B) sont �a peu pr�es �equivalents (Bernu, ommuniation priv�ee). Par ailleurs, le d�e�it d'entropie quepr�edit le mod�ele d'Elser n'est pas observ�e exp�erimentalement [65℄.5De r�eentes exp�erienes sur des �lms liquides (divergene en loi de puissane de la masse e�etive desquasi-partiules lors de la transition liquide/solide) sugg�erent que la solidi�ation est une transition deloalisation de Mott [27℄.6Des exp�erienes men�ees �a tr�es basse temp�erature sur une monoouhe indiquent que l'�ehange multiplejoue un rôle important d�es la premi�ere ouhe [64℄. Par ontre, quand une deuxi�eme ouhe ristallise surla prem�ere, ette derni�ere est suÆsamment dense pour que les �ehanges y soient n�egligeables (�K) devantelles de la deuxi�eme ouhe (mK).



1.2. �ECHANGE MULTIPLE DANS L'3HE SUR LE GRAPHITE 9� (nm�2) J2 J3 J4 J5 J66.8 1.08 2.19 0.451 0.478 0.4717.00 0.419 1.6 0.348 0.255 0.2157.50 0.103 0.476 0.06437.85 0.0366 0.191 0.0217 0.022 0.0129.00 0.00135 0.011 0.000576 0.00041 0.0002210.0 0.00014 0.0012Tab. 1.1: Fr�equenes d'�ehange (en mK) dans une monoouhe d'3He solide adsorb�e surdu graphite. Simulations Monte-Carlo de Bernu et Ceperley [16℄.Kelvin pour les fortes densit�es (� = 9nm�2) (Tab. 1.1). La variation ave la densit�e est tr�esrapide puisqu'elle est du type Jn(�) ' Jn(�0)� ��0��n o�u l'exposant � est sup�erieur �a 20(par exemple �3 ' 20 et �6 ' 27 d'apr�es [16℄). On peut �egalement �evaluer les onstantesd'�ehanges en omparant des mesures de haleur sp�ei�que et de suseptibilit�e magn�etiqueaux s�eries haute temp�erature de l'hamiltonien d'�ehange multiple [107, 109℄. Dans les deuxas on onstate l'importane des proessus d'�ehange multiple.On ne onsid�ere dans la suite que les �ehanges �a moins de 6 partiules les plus simples.Cei est motiv�e par plusieurs raisons :� D'une mani�ere g�en�erale, l'e�et tunnel n'est signi�atif que pour de petits objets,pour lesquels l'ation peut être omparable �a ~. Les �ehanges sont des proessus quipeuvent être d�erits par le passage par e�et tunnel d'une partiule �tive de massenm0 d'une avit�e �a une autre dans un espae de dimension 3N (N est le nombretotal d'atomes et m0 la masse d'un atome d'3He , f. x 1.1). La probabilit�e de esproessus rares est reli�ee �a l'amplitude de la fontion d'onde �a N orps dans labarri�ere de potentiel. Inspir�e par l'approhe WKB [105℄ et la disussion de Cross etFisher [36℄, supposons que le passage d'une avit�e �a l'autre se fait essentiellement auvoisinage du hemin qui minimise l'ation lassique. Si x est une oordonn�ee le longde e hemin, la fontion d'onde dans le \onduit" ressemble �a 	(x) � e�qnm0(V�E)~2 x,o�u l'�energie E est plus petite que la hauteur V de la barri�ere. Hauteur et longueurdu hemin varient de mani�ere omplexe ave le nombre d'atomes impliqu�es, la formede l'�ehange et la densit�e. Dans la limite de grand n on s'attend �a avoir V � n etx � O(1). Dans le solide, la d�ependane exponentielle en e�n �nit don par interdirel'�ehange. Les aluls Monte-Carlo [16℄ et WKB [105℄ montrent toutefois que les�ehanges jusqu'�a n = 6 ontribuent.� Pour des raisons st�eriques, les �ehanges les plus probables sont eux qui sont les moins\anguleux". Cei est on�rm�e par les aluls WKB [105℄ et Monte-Carlo [16, 29℄.Cette restrition aux hemins les plus simples trouve une expliation intuitive quand



10 CHAPITRE 1. MOD�ELE D'�ECHANGE MULTIPLEt t J2P1;2�Tttt �J3 (P1;2;3 + P3;2;1) J2 � 2J3 = �2:718mK� �t tt t J4 (P1���4 + P4���1) J4 = 1:42mK� Tt tt t t �J5 (P1���5 + P5���1) J5 = 0:497mK�T T�t tt ttt J6 (P1���6 + P6���1) J6 = 1:92mKTab. 1.2: Proessus d'�ehange dominants dans les �lms d'3He et le terme orrespondantdans l'hamiltonien e�etif de spin. Les valeurs des J sont elles obtenues en partie parune analyse haute temp�erature des donn�ees pour un �lm d'3He sur une monoouhe d'4Hesur du graphite (Papyex ) (B�auerle et al. [14℄). Cette analyse est faite en �xant leoeÆient JCv = 2:0mK d'apr�es des donn�ees dans l'3He pur, et le rapport J5=J4 = 0:35d'apr�es les simulations Monte-Carlo [17℄. La densit�e de la ouhe d'3He est enti�erementsolide et ommensur�ee ave la ouhe d'4He dans un rapport de densit�es de �2=�1 = 4=7.Le hapitre huit pr�esente quelques r�esultats sur la thermodynamique de et hamiltonien.x �2(nm�2) jJCV j J� Je�2 J4 J5 J6 Je�2 =J4 J5=J4 J6=J41.61 6.4 1.8 .03 -3.1 1.9 0.7 1.5 -1.7 0.35 0.81.66 6.7 -.46 -4.4 2.6 0.9 1.0 -1.7 0.35 0.41.71 7.0 2.4 -.93 -5.0 2.1 0.6 0.6 -2.4 0.3 0.31.75 7.3 4.6 -2.8 -8.8 3.3 1.0 1.7 -2.7 0.3 0.51.76 -2.3 -9.9 4.5 1.3 1.6 -2.2 0.3 0.41.83 -2.7 -12.4 5.7 1.7 1.7 -2.1 0.3 0.31.84 7.65 5.6 -3.5 -10.8 4.0 1.2 1.7 -2.7 0.3 0.41.90 7.75 -2.9 -9.6 3.9 1.2 1.5 -2.5 0.3 0.41.93 7.8 4.4 -3.1 -8.0 2.6 0.8 1.3 -3.0 0.3 0.52.02 7.95 2.9 -2.2 -3.8 1.0 0.3 0.6 -3.6 0.3 0.52.11 1.8 -1.5 -2.6 0.5 0.2 0.3 -4.9 0.3 0.5Tab. 1.3: Constantes d'�ehange (en mK) fontion de la densit�e (d'apr�es Roger et al.[109℄). Ces donn�ees sont extraites des donn�ees exp�erimentales de �(T ) et CV (T ) �a l'aide des�eries et Pad�es haute temp�erature [107℄. La plus basse densit�e orrespond �a la solidi�ationde la deuxi�eme ouhe. x est la ouverture mesur�ee en nombre de ouhes, elle est d�e�nieomme la densit�e totale �t divis�ee par la densit�e maximale d'une premi�ere ouhe satur�ee :x = �t=�max1 .



1.3. DIAGRAMME DE PHASES CLASSIQUE 11on se repr�esente les atomes d'3He par des sph�eres dures.Dans la suite des �etudes pr�e�edentes [106℄, on ne retient dans l'�equation (1.2) que :H = J2Xt tP1;2 � J3X�Tttt�P1:::3 + P�1�+ J4 X� �t tt t �P1:::4 + P�1� (1.3)�J5 X� Tt tt t t�P1:::5 + P�1�+ J6 X�T T�tt ttt t t�P1:::6 + P�1�
Sur un r�eseau triangulaire, l'�ehange �a trois orps autour d'un triangle (J3) peut seramener �a trois �ehanges �a deux orps sur les trois ot�es du triangle. On d�e�nit dans lasuite Je�2 = J2 � 2J3, de sorte que :H = J2Xt tP1;2 � J3X�Tttt= �2NJ3 + Je�2 Xt tP1;2 (1.4)La physique du mod�ele d�epend de trois param�etres sans dimension : Je�2 =J4, J5=J4 etJ6=J4. La th�eorie de Thouless impose aux Jn d'être positifs. Le signe de Je�2 , qui est unedi��erene, n'est pas ontraint. Souvent dans la suite, nous noterons J2 au lieu de Je�2 pourl'�ehange �a deux orps e�etif.1.3 Diagramme de phases lassiqueLa limite lassique du mod�ele d'Heisenberg fait orrespondre aux op�erateurs de spindes veteurs lassiques de longueur �x�ee. On pro�ede de la même fa�on pour �etudier lesyst�eme lassique d'�ehange multiple. En fae d'un hamiltonien omplexe omme Eq. (1.3),trouver le fondamental lassique est une premi�ere �etape, d'autant plus pertinente que etteapprohe donne la bonne image dans le as Heisenberg simple. Pour le mod�ele d'�ehangemultiple, même l'�etude du fondamental lassique est diÆile. Il n'existe quasiment auunr�esultat exat et nous faisons au x 1.3.2 une approximation variationnelle simple pour\d�egrossir" le diagramme de phases.1.3.1 D�eomposition des permutationsComment d�e�nir l'analogue pour des spins lassiques d'une permutations ylique agis-sant sur des spins 12 quantique ? On ommene par �erire les op�erateurs de permutationsen termes d'op�erateurs de spin. Par exemple pour deux partiules de spin 12 on a :Pi;j � 12 = 2~Si � ~Sj (1.5)



12 CHAPITRE 1. MOD�ELE D'�ECHANGE MULTIPLEIl est possible d'�erire la partie r�eelle d'une permutation ylique omme somme deproduits de ~Si � ~Sj o�u tous les ouples (i; j) d'un terme sont deux �a deux disjoints [72℄.Conr�etement, pour des �ehanges jusqu'�a inq orps on trouve :Pi;j = 2~Si � ~Sj + 12 (1.6)P1;2;3 + P3;2;1 = P1;2 + P2;3 + P3;1 � 1 (1.7)P1;2;3;4 + P4;3;2;1 = P1;2P3;4 + P1;4P2;3 � P1;3P2;4 + P1;3 + P2;4 � 1 (1.8)P1;:::;5 + P5;:::;1 = �12 � 12 (P1;2 + P2;3 + P3;4 + P4;5 + P5;1) (1.9)+12 (P1;3 + P2;4 + P3;5 + P4;1 + P5;2)+12 (P1;2P3;4 + P2;3P4;5 + :::)+12 (P1;2P3;5 + P2;3P4;1 + :::)�12 (P1;3P2;4 + P2;4P3;5 + :::)Jusqu'�a inq orps, l'hamiltonien Eq. (1.3) peut don s'�erire :H =Xi<j ji;j ~Si � ~Sj + Xi<j;k<l ji;j;k;l(~Si � ~Sj)(~Sk � ~Sl) + te (1.10)Plus pr�eis�ement, on trouve :H = N �32J2 � J3 + 34J4 � 34J5� + �2Je�2 + 5J4 � 7J5�Xt tS1 � S2 (1.11)+ (J4 � 2J5)Xq q��tt S1 � S2 � J5 Xq tt S1 � S2+4J4 X� �t1 t2t4 t3 [(S1 � S2) (S3 � S4) + (S1 � S4) (S2 � S3)� (S1 � S3) (S2 � S4)℄�2J5 X� Tt1 t2t5 t4 t3[(S1 � S2) (S3 � S4) + (S2 � S3) (S4 � S5) + (S3 � S4) (S1 � S5)+ (S4 � S5) (S1 � S2) + (S5 � S1) (S2 � S3) + (S1 � S2) (S3 � S5)+ (S2 � S3) (S4 � S1) + (S3 � S4) (S5 � S2) + (S4 � S5) (S1 � S3)+ (S5 � S1) (S2 � S4)� (S1 � S3) (S2 � S4)� (S2 � S4) (S3 � S5)� (S3 � S5) (S4 � S1)� (S4 � S1) (S5 � S2)� (S5 � S2) (S1 � S3)℄Une formule expliite de la d�eomposition du terme �a 6 orps en produit d'�ehanges depaires se trouve dans la r�ef�erene [49℄.



1.3. DIAGRAMME DE PHASES CLASSIQUE 131.3.2 Minimisation de l'�energie d'une h�elie planeUn alul exat du fondamental de l'hamiltonien lassique ne semble pas possible pourdes valeurs g�en�erales des fr�equenes d'�ehange. Nous herhons un sous-espae variationnelsuÆsamment simple pour qu'un tel alul puisse être men�e.Le voisinage des on�gurations de grande sym�etrie dans l'espae des phases est de plusgrande dimension. Ces on�gurations sont dont favoris�ees par les utuations, �a la foisquantiques et thermiques. C'est le m�eanisme de l'ordre par le d�esordre [138℄. On s'attenddon �a une s�eletion des h�elies planes, même si le minimum absolu d'�energie se trouveêtre une on�guration des spins moins sym�etrique. On onsid�ere ii les �etats s'�erivant :~Si = ~e1 os (Ri � q) + ~e2 sin (Ri � q) (1.12)L'hamiltonien Eq. (1.11) devient une fontion du veteur d'onde q. Elle est minimis�eeanalytiquement jusqu'�a 5 orps (Maple V) tandis que la ontribution de l'�ehange �a 6 orpsa du être en partie alul�ee num�eriquement. Le diagramme de phases qui en r�esulte estpr�esent�e Fig. 1.3. Les �equations des fronti�eres �1;2;3 sont alul�ees pour un spin arbitraire :�1 : Je�2 � (6S2 + 9=2)J5 + 3J4 + (1=2 + 2S2)J6 = 0 (1.13)�2 : Je�2 � 6S2J5 � 3=2J4 + (�5=8 + 2S2)J6 = 0 (1.14)�3 : Je�2 � (6S2 + 4)J5 + 5=2J4 + (3=8 + 2S2)J6 = 0 (1.15)La fronti�ere de la zone � est onnue quand J6 = 0 :Je�2 � (6S2 + 17=2)J5 + 4J4 = 0 (1.16)Je�2 � (6S2 + 1=2)J5 + 2J4 = 0 (1.17)Dans ette r�egion, les h�elies poss�edent un veteur d'onde qui varie ontinuement aveles param�etres Jn sur la ligne indiqu�ee Fig. 1.5, 'est-�a-dire entre l'origine et un point Aimilieu de bord de zone.Les �energies des di��erentes phases sont repr�esent�ees Fig. 1.4 �a J5 = J6 = 0. Les �energiesdes phases t�etra�edre et uuud trouv�ees par Kubo et al. [77℄ sont aussi repr�esent�ees. Cesphases ne sont pas des h�elies planes et elles poss�edent des �energies inf�erieures dans unegrande gamme de param�etres. Toutefois, l'hypoth�ese sur le rôle stabilisant des utuationsquantiques vis-�a-vis des solutions de plus grande sym�etrie semble être en partie valid�ee parles r�esultats obtenus par la m�ethode des bosons de Shwinger au hapitre suivant. Noustrouvons, �a l'aide de ette m�ethode de hamp moyen quantique, que l'�etat uuud au pro�tde solutions antiferromagn�etiques prohes de l'�etat olin�eaire trouv�e dans la r�egion � de la�gure 1.3. Par ontre, 'est bien une solution �a 4 sous-r�eseaux analogue �a l'�etat t�etra�edrequi est s�eletionn�ee au niveau du hamp moyen (Fig. 2.3).
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Fig. 1.3: Diagramme de phases lassique dans l'approximation des h�elies planes. Leslettres indiquent la position du veteur d'onde q de l'h�elie dans la premi�ere zone deBrillouin (Fig. 1.5).



1.3. DIAGRAMME DE PHASES CLASSIQUE 15

Fig. 1.4: �Energies lassiques pour l'hamiltonien J2=J4. On y trouve les h�elies planestrouv�ees pr�e�edemment ainsi qu'une solution ferrimagn�etique (uuud) et une solution nonplanaire (T�etra�edre). Kubo et Momoi [77℄, qui ont trouv�e es deux derni�eres on�gura-tions, ont d�emontr�e que l'�etat t�etra�edre est le fondamental lassique exat dans l'intervalleJ2=J4 2 [�14 ; 1℄. Leur approhe variationnelle pr�edit pour et �etat t�etra�edre une r�egion destabilit�e plus �etendue : J2=J4 2 [�43 ; 256 ℄. Des r�esultats Monte-Carlo lassique obtenus parMomoi et al. [94℄ �a J2=J4 = �2 montrent que l'�etat uuud est un des �etats fondamentauxde et hamiltonien.

Fig. 1.5: Premi�ere zone de Brillouin du r�eseau triangulaire
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Chapitre 2Bosons de ShwingerCette partie d�erit la th�eorie des bosons de Shwinger et son appliation au probl�emed'�ehange multiple. On doit �a Arovas et Auerbah [10℄ l'utilisation de ette repr�esen-tation de l'alg�ebre des spins pour formuler une th�eorie de hamp moyen. Elle a ensuite�et�e perfetionn�ee par Ceatto, Gazza et Trumper [28℄ 1. Qualitativement, le r�esultatobtenu est le suivant : les phases lassiques trouv�ees pour l'hamiltonien d'�ehange multiplesont, d�es le niveau du hamp moyen, s�ev�erement a�et�ees par les utuations quantiques.Les param�etres d'ordre sont r�eduits, mais les ordres de N�eel trouv�es demeurent �a longueport�ee. En revanhe, il s'ouvre une fenêtre dans l'espae des param�etres d'�ehange o�uauune solution n'a pu être trouv�ee num�eriquement, donnant une premi�ere indiation del'existene d'une phase liquide de spins. L'analyse par diagonalisations exates montrera,en fait, que ette phase d�esordonn�ee s'�etend sur la plus grande partie du domaine o�u lessolutions lassiques sont antiferromagn�etiques.Les paragraphes 2.1 �a 2.3.3 sont exlusivement d�edi�es �a une pr�esentation de la th�eorie.Pour l'expos�e des r�esultats onernant l"�ehange multiple, il est possible de passer dire-tement au paragraphe 2.3.4.2.1 Id�ee g�en�erale2.1.1 Repr�esentation de l'alg�ebre des spinsConsid�erons l'hamiltonien d'Heisenberg dans un hamp ext�erieur :H =Xi<j J(j � i)~Si � ~Sj � ~BextXi ~Si (2.1)1Il s'agit d'�eviter l'utilisation de la ontrainte Eq. (2.3) pour simpli�er l'hamiltonien, dans la mesureo�u elle n'est satisfaite qu'en moyenne par le traitement de hamp moyen. On garde alors expliitement lesdeux param�etres d'ordre (ferromagn�etique et antiferromagn�etique) dans l'hamiltonien.



18 CHAPITRE 2. BOSONS DE SCHWINGEROn introduit en haque site deux op�erateurs de r�eation de bosons : ay" r�ee un bosonportant un quantum de spin vers le haut, tandis que ay# porte un quantum de spin versle bas. L'alg�ebre des op�erateurs de spins peut-être repr�esent�ee en termes de es op�erateursbosoniques [10, 28℄ : ~S = 12 h ay" ay# i � ~�11 ~�12~�21 ~�22 � � a"a# � (2.2)o�u ~� d�esigne les trois matries de Pauli. L'espae de Hilbert d'un spin ~S2 = S(S + 1) estle sous-espae des �etats de bosons satisfaisant la ontrainte :ay"a" + ay#a# = 2S (2.3)Quant au produit salaire de deux spins, il s'�erit :~Si � ~Sj =: Byi;jBi;j : �Ayi;jAi;j (2.4)o�u Ai;j et Bi;j sont d�e�nis par :Ai;j = 12 �a"ia#j � a"ja#i�Byi;j = 12 �ay"ia"j + ay#ia#j� (2.5)Pour i 6= j on remarque que : Byi;jBi;j : +Ayi;jAi;j = 14(ay"ia"i + ay#ia#i)(ay"ja"j + ay#ja#j).Compte-tenu de Eq. (2.3) on a :8i 6= j; : Byi;jBi;j : +Ayi;jAi;j = S2 (2.6)Arovas et Auerbah [10℄ utilisent ette relation pour �eliminer Ai;j (respetivementBi;j) dans (2.4) dans le as ferromagn�etique J < 0 (resp. antiferromagn�etique J > 0).Au ontraire, Ceatto et al. [28℄ onservent les deux param�etres d'ordre puisque letraitement de hamp moyen ne satisfait la ontrainte (2.3) qu'en moyenne. En l'absene defrustration, l'un des deux param�etres d'ordre est nul et on aboutit aux mêmes �equations dehamp moyen. En revanhe la valeur de l'�energie di��ere (pour un exemple onret voir [28℄).Dans le as d'un syst�eme frustr�e il faut onserver A et B puisque les deux op�erateur vontaqu�erir une valeur moyenne non nulle au niveau du hamp moyen, sans pour autant quees valeurs moyennes satisfassent Eq. (2.6).2.1.2 Sym�etries et invariane de jaugeLa formulation d'un probl�eme de spins ave des op�erateurs de r�eation et d'annihilation(bosons ou fermions) introduit en haque site un degr�e de libert�e suppl�ementaire li�e �a laphase de es op�erateurs. Cette phase donne �a la th�eorie une sym�etrie de jauge U(1), quivient s'ajouter �a l'invariane par rotation SU(2) du probl�eme.



2.1. ID�EE G�EN�ERALE 19� L'hamiltonien 2.1 est invariant sous les hangements de jauge �i :� a"ia#i � �! ei�i � a"ia#i � (2.7)En e�et, sous ette transformation Ai;j et Bi;j deviennent :Ai;j �! ei(�i+�j)Ai;j (2.8)Bi;j �! ei(�j��i)Bi;j� La rotation globale des spins se traduit sur les op�erateurs bosoniques par :g 2 SU(2); 8i : � a"ia#i � �! g � a"ia#i � (2.9)Par exemple, pour une rotation d'angle � autour de l'axe z de quanti�ation g =� ei�=2 00 e�i�=2 � et : 8i; a"ia#i �! ei�=2a"ie�i�=2a#i (2.10)2.1.3 Champ moyenRevenons au hamiltonien Eq. (2.1), il s'�erit de mani�ere exate :H =Xi<j J(j � i)(: Byi;jBi;j : �Ayi;jAi;j)� Bext2 Xi �ay"ia"i � ay#ia#i� (2.11)On fait une hypoth�ese de hamp moyen en d�eouplant 2 les termes �a quatre bosons de2On peut aussi obtenir HjMF d'une formulation en termes de hamps et d'int�egrales fontionnelles [10℄ :on exprime la fontion de partition omme une int�egrale sur les hamps de bosons et sur un hamp salairequi impl�emente la ontrainte, on d�eouple les termes quartiques par une transformation de Hubbard-Stratanovih. L'approximation de point selle pour les hamps salaires donne alors un hamiltonien e�e-tif pour les bosons qui n'est autre que HjMF . G�en�eralisons la m�ethode �a un antiferromagn�etique avedes \spins" SU(N). On utilise alors N ouleurs de bosons a�;i � = 1 � � �N . La ontrainte (2.3) devientPN�=1 ay�;ia�;i = NS. Il faut trouver une g�en�eralisation des formules (2.5). On ommene par �eliminer Bi;jave la ontrainte. Si le r�eseau est bipartite et sans interation frustrante, une red�e�nition des op�erateurs debosons \up" sur l'un deux sous-r�eseaux ( a"i ! �a#i et a#i ! a"i et a�;j ! a�;j ) permet de r�erire (2.5)sans signe moins pour Ai;j . On g�en�eralise alors (2.5) au as de N ouleurs par : Ai;j = 1N PN� a�;ia�;j . Sile syst�eme est frustr�e, il n'est pas possible de trouver une formulation SU(N) ave es bosons. On peututiliser un formalisme fermionique [2, 6, 10, 102, 114℄ ou bien r�eduire la sym�etrie entre ouleurs de bosonsde SU(N) �a Sp(N) [104, 116℄. L'approximation de point selle est exate dans la limite N !1 et on peutaluler les orretions en 1=N (termes �a une boule) [137℄.



20 CHAPITRE 2. BOSONS DE SCHWINGERla mani�ere suivante : Ayi;jAi;j � DAyi;jEAi;j + Ayi;j hAi;ji � jhAi;jij2: Byi;jBi;j :� DByi;jEBi;j +Byi;j hBi;ji � jhBi;jij2 (2.12)L'hamiltonien Eq. (2.11) devient :HjMF = Xi<j J(j � i) hByi;j < Bi;j > �Ayi;j hAi;ji + DByi;jEBi;j � DAyi;jEAi;j� jhBi;jij2 + jhAi;jij2�� Bext2 Xi (:::) (2.13)Cet hamiltonien est quadratique dans les op�erateurs a" et a# et peut être diagonalis�epar une transformation de Bogoliubov. Mais il d�epend expliitement des param�etres d'ordre< Ai;j > et < Bi;j >. Ceux-i doivent don être alul�es de mani�ere auto-oh�erente : �atemp�erature nulle, les valeurs moyennes < A > et < B > alul�ees dans le fondamental deHjMF doivent donner les param�etres d'ordre introduits dans HjMF .La ontrainte (2.3) est aussi trait�ee en hamp moyen. On introduit pour ela en haquesite i un multipliateur de Lagrange �i :HjMF �! HjMF � 12Xi �i hay"ia"i + ay#ia#i � 2Si (2.14)Puis on ajuste es potentiels himiques de sorte que 8i :12 Day"ia"i + ay#ia#iE =< Bi;i >= S (2.15)�A e stade, le probl�eme de spin en interation est ramen�e, par une approximationde hamp moyen, �a un hamiltonien quadratique de bosons dont les param�etres sont lesamplitudes des utuations ferromagn�etiques et antiferromagn�etiques pour haque pairede spins oupl�es par l'�ehange. Il reste �a d�eterminer les �equations que doivent satisfaire esparam�etres d'ordre. Elles peuvent l'être en minimisant l'�energie libre, ou bien en imposantune ondition d'auto-oh�erene. Ces deux hemins onduisent bien sûr aux même �equationset 'est la seonde approhe qui est expliqu�ee dans le paragraphe qui suit.2.2 �Equations d'auto-oh�erene2.2.1 Hypoth�esesPour �etablir les �equations d'auto-oh�erene on suppose ii l'invariane par translation :



2.2. �EQUATIONS D'AUTO-COH�ERENCE 21� < Ai;j >= A(j � i)� < Bi;j >= B(j � i)� 8i �i = �de sorte que l'Eq. (2.13) devienne :HjMF = 12Xi;j J(j � i) �12 �ay"ia"j + ay#ia#j�B(j � i) + h:� jB(j � i)j2��12Xi;j J(j � i) �12 �ay#jay"i � ay#iay"j�A(j � i) + h:� jA(j � i)j2� (2.16)�Bext2 Xi hay"ia"i � ay#ia#ii� �2Xi hay"ia"i + ay#ia#i � 2SiIl n'est pas possible, même ave la libert�e de jauge U(1) sur les op�erateurs ai et bide rendre r�eels les param�etres d'ordre B et A. En partiulier s'il existe un ux autourd'une plaquette (i; j; k) : B(j � i)B(k � j)B(i � k) =2 R, il ne peut pas être absorb�e dansune red�e�nition des bosons. Antiipant sur la suite, nous mentionnons ii que toutes lessolutions que nous trouvons ave le mod�ele d'�ehange multiple ont un ux nul.2.2.2 Diagonalisation de l'hamiltonienOn �erit (2.16) en transform�ee de Fourier :HjMF = �NS + 12Xq 8><>:h ay"q a#�q i hq 264 a"qay#�q 375+pN �Aq�q � Bq ~�q�� ( ~�q � �+Bext)� (2.17)
o�u la matrie hq vaut :hq = 264 ~��q � �� Bext �q�q ~�q � �+Bext 375 (2.18)et ave : �q = Px J(x)A(x)e�iq�x~�q = Px J(x)B(x)e�iq�x 2 R (2.19)



22 CHAPITRE 2. BOSONS DE SCHWINGERtandis que Aq et Bq sont les transform�ees de Fourier 3 Aq = 1pN Px e�iq�xAx et Bq =1pN Px e�iq�xBx 2 R. Puisque Bx = By�x, on peut d�eomposer ~�q en une partie paire etune partie impaire en q, toutes deux r�eelles :�q = 12 � ~�q + ~��q� =Xx J(x)B(x) os(q � x)Æ�q = 12 � ~�q � ~��q� = iXx J(x)B(x) sin(q � x) (2.20)Pour les solutions o�u B(x) est r�eel on a Æ�q = 0, mais dans le as le plus g�en�eral hq s'�erit :hq = 264 �q � � �q�q �q � � 375+ 264 �Bext � Æ�q 00 +Bext + Æ�q 375 (2.21)Pour d�eterminer le spetre de (2.17) on herhe �a �erire et hamiltonien omme unesomme d'hamiltoniens d'osillateurs harmoniques :h ay"q a#�q i hq 264 a"qay#�q 375 = !"q �P y" qP"q� + !#q �P#�qP y# �q� (2.22)On diagonalise hq par un hangement de base qui pr�eserve les relations de ommutationanoniques des op�erateurs. 264 P"qP y# �q 375 =Mq 264 a"qay#�q 375 (2.23)ave : hP�;q; P y�0;q0i = Æq;q0Æ�;�0et::: (2.24)La matrie Mq donnant ette rotation de Bogoliubov est dans le as pr�esent :Mq = � e�iq osh �q eiq sinh �qe�iq sinh �q eiq osh �q � (2.25)o�u les angles q et �q sont d�e�nis par 4 :�q = j�qj e2iqtanh 2�q = j�qj�q�� (2.26)3 �A l'exeption d'�q et �q, on adopte partout la onvention suivante pour les transform�ees de Fourier :f(q) = 1pN Px f(x)e�iq�x4On remarque que le deuxi�eme terme de Eq. (2.21) n'intervient pas dans la transformation puisque niÆ�q ni Bext n'interviennent dans le hoix de l'angle �q ni de la phase q.



2.2. �EQUATIONS D'AUTO-COH�ERENCE 23En termes des op�erateurs P" et P#, l'hamiltonien Eq. (2.17) prend la forme :HjMF = �NS + 12Xq h!q �P y" qP"q + P#�qP y# �q��(Bext + Æ�q)�P y" qP"q � P#�qP y# �q�+pN �Aq�q � Bq ~�q�� ( ~�q � �+Bext)i (2.27)
Les �energies sont don !q � (Bext + Æ�q) ave des !q donn�es par :!q = signe (�q � �)q(�q � �)2 � j�qj2 (2.28)Le spetre devant être born�e inf�erieurement, les modes ont tous des �energies � 0.N�eessairement 8q !q � jBext + Æ�qj et don �q � � � jBext + Æ�qj. Les quasi-partiulesde Bogoliubov ont alors des �energies :!#"q =q(�q � �)2 � j�qj2 � (Bext + Æ�q) (2.29)

2.2.3 �Equations d'auto-oh�erene �a T = 0Calulons les valeurs moyennes de (2.5) dans un fondamental de (2.27). Cet �etat est levide pour les bosons P" dont les �energies !"q sont > 0. Si par ontre il existe des modes o�u!"q = !q � (Bext + Æ�q) = 0, ils sont suseptibles d'être oup�es par P y" qP"q = n"q bosons.De même pour les bosons P#, seuls les modes o�u !#q = !q+ (Bext + Æ�q) = 0 pourront êtreoup�es. Un fondamental s'�erit don simplement �a partir du vide des bosons P" et P# :j	i = Yq=f!q=Bext+Æ�qg hP y" qin"q Yqf=!q=�(Bext+Æ�q)g hP y# �qin#�q ��videP ";P #� (2.30)Pour aluler les param�etres d'ordre, on exprime les op�erateurs a" et a# en fontion desop�erateurs P" et P# en inversant la relation Eq. (2.25).Aq = 12pN Xx h	j a"0a#x � a#0a"x j	i e�iq�x= 12pN Xk h	j a"ka#q � a#ka"q j	i= 12pN Xk h	j� ei(k+�q) hosh �kP"k � sinh �kP y# �kih� sinh �qP y"�q + osh �qP#qi� idemq$k � j	i (2.31)



24 CHAPITRE 2. BOSONS DE SCHWINGERUtilisant (2.26) et (2.30) on trouve �nalement :Aq = 12pN �q!q �nq + n�q2 + 1� (2.32)o�u on a pos�e : nq = n"q + n#q. On obtient par la même m�ethode la deuxi�eme �equationd'auto-oh�erene :Bq = 12pN ��q � �!q �1 + nq + n�q2 �� 1� nq � n�q2 � (2.33)La derni�ere �equation d'auto-oh�erene provient de la ontrainte (2.15), son expressionse d�eduit de (2.33) puisque B(x = 0) = S = 1pN Pq B(q).12N Xq ��q � �!q �1 + nq + n�q2 �� 1� = S1N Xq �q � �!q (1 + nq) = 2S + 1 (2.34)2.2.4 Cas r�eel B(x) 2 RDans le as o�u on se ontente des solutions ave B(x) r�eel, on a n�eessairement B(q) =B(�q) et don, d'apr�es Eq. (2.33), nq = n�q. Les �equations (2.32) et (2.33) deviennentalors : Bq = 12pN ��q � �!q (1 + nq)� 1� (2.35)Aq = 12pN �q!q (nq + 1) (2.36)En�n, l'�equation de ontrainte (2.34) demeure inhang�ee. Si on se restreint aux solutionsave B r�eel, on peut utiliser un hamp ext�erieur Bext > 0 in�nit�esimal pour r�egulariser latransformation de Bogoliubov. En e�et, ave Æ�q = 0, Bext > 0 implique que �q � � > 0et don l'existene de la matrie Eq. (2.25), (2.26). Compte-tenu de e hoix de r�egulariserla transformation de Bogoliubov par un hamp in�nit�esimal Bext > 0, les solutions o�u< Sz >= 0 sont aussi arat�eris�ees par 8q nq = 0. En e�et, Pi Szi = Pq(nP" � nP#) =Pq nq. Pour les solutions d'aimantation nulle, le fondamental est le vide des bosons P" etP#. Il est don invariant par rotation et la sym�etrie SU(2) n'est pas bris�ee. Dans e as nqdisparâ�t des Eq. (2.32), (2.33) et (2.34).



2.3. BOSONS DE SCHWINGER POUR L'�ECHANGE MULTIPLE 25�A partir de (2.27), on dispose d'une expression pour l'�energie :EjMF = �NS + 12Xq [!q(nq + 1)�Bext(nq � 1) (2.37)+pN �Aq�q � Bq�q�� ( ~�q � �+Bext)i (2.38)Cette expression se simpli�e en utilisant (2.34), (2.35) et (2.36) :EjMF = 12Xq �12!q(nq + 1)� Bextnq�+ 12N�(S + 12) (2.39)2.3 Bosons de Shwinger pour l'�ehange multiple2.3.1 D�eouplageOn herhe �a traiter l'hamiltonien Eq. (1.10), (1.11), qui ontient des �ehanges jusqu'�ainq orps, par la th�eorie des bosons de Shwinger. La premi�ere �etape onsiste �a se ramener�a un hamiltonien d'Heisenberg par un d�eouplage du type :(~Si � ~Sj)(~Sk � ~Sl) '< ~Si � ~Sj > ~Sk � ~Sl + ~Si � ~Sj < ~Sk � ~Sl > � < ~Si � ~Sj >< ~Sk � ~Sl >(2.40)De sorte que (1.10), qui s'�eritH =Xi<j ji;j ~Si � ~Sj + Xi<j;k<l ji;j;k;l(~Si � ~Sj)(~Sk � ~Sl) + te (2.41)devienne : H 'Xi<j "ji;j +Xk<l (ji;j;k;l + jk;l;i;j) < ~Sk � ~Sl ># ~Si � ~Sj + te0 (2.42)Cette approximation de hamp moyen ram�ene don l'hamiltonien d'�ehange multipleEq. (1.11) �a un hamiltonien de la forme (2.1) o�u le ouplage Jmulti(j � i) du site j ave lesite i d�epend des param�etres d'ordre < ~Sk � ~Sl > sur les liens k � l environnants :Jmulti(j � i) = ji;j +Xk<l (ji;j;k;l + jk;l;i;j) < ~Sk � ~Sl > (2.43)



26 CHAPITRE 2. BOSONS DE SCHWINGER2.3.2 �Equations d'auto-oh�erene �a T = 0Les �equations d'auto-oh�erene (2.35), (2.36) et de ontrainte (2.34) sont inhang�ees.Par ontre �q et �q ne sont plus des ombinaisons lin�eaires des param�etres d'ordre A(x)et B(x) puisque (2.20) devient :�q = Px Jmulti(x)A(x)e�iq�x�q = Px Jmulti(x)B(x) os(q � x)Æ�q = iPx Jmulti(x)B(x) sin(q � x)Jmulti(x) = j(x) +Pk<l (j0;x;k;l + jk;l;0;x)(jB(x)j2 � jA(x)j2) (2.44)Les inonnues sont :� �� A(x) = �A(�x)� B(x) = B(�x)yo�u x sont les veteurs qui relient l'origine aux sites qui lui sont oupl�es par les�ehanges.Crit�ere de stabilit�e de l'�etat ferromagn�etiqueL'�etat ompl�etement ferromagn�etique (Sz = N2 ) est arat�eris�e par < ~Si � ~Sj >= S2 pouri 6= j. Il peut être repr�esent�e par la solution r�eelle 8i; j Ai;j = 0 et Bi;j = S. L'�equationd'auto-oh�erene (2.36) est automatiquement v�eri��ee puisque Aq = 0 = �q. Les �energiesprennent la forme : !#"q = �q��� (Bext+ Æ�q). En transform�ee de Fourier, Bi;j = S donneBq = pNSÆq;0 et l'�equation d'auto-oh�erene (2.35) indique que la totalit�e des bosonsdoivent ondenser en q = 0 : 8q 6= 0; nq = 0 (2.45)nq=0 = 2NS (2.46)L'�equation de la ontrainte (2.34) est automatiquement satisfaite grâe aux onditionsEq. (2.46) i-dessus. Pour que le ferromagn�etisme soit solution du probl�eme, il ne resteplus qu'�a s'assurer que !q � Bext soit minimal en q = 0 et le potentiel himique vaudraalors � = �0 �Bext. On alule don �q :�q = Xx Jmulti(x)B(x)e�iq�x (2.47)= SXx Jmulti(x)e�iq�x (2.48)= SJmulti(q) (2.49)



2.3. BOSONS DE SCHWINGER POUR L'�ECHANGE MULTIPLE 27Dans le as d'�ehanges �a 2, 4 et 5 orps on trouve �a l'aide de (1.11) et de (2.41) quel'expression de Jmulti pour l'�etat ferromagn�etique est :Jmulti(x) = Æ(x2 = 1)(2J2 + J4(12S2 + 5) + J5(52S2 + 7)) (2.50)+(1� 4S2) �Æ(x2 = 3)(J4 + 2J5) + J5Æ(x2 = 4)� (2.51)Pour des spins 12 ette fontion s'annule au del�a du premier voisin :Jmulti(x) = Æ(x2 = 1)(2J2 + 8J4 + 20J5) (2.52)Et don Jmulti(q) est minimum en q = 0 si et seulement si 2J2 + 8J4 + 20J5 < 0. Ainsi,l'�etat ferromagn�etique satisfait les �equations d'auto-oh�erene quandJeff2 < �4J4 + 10J5 (2.53)C'est aussi le r�esultat donn�e par un alul d'ondes de spins [107℄ 5. On peut en�n v�eri�erl'�energie de la solution ferromagn�etique en rempla�ant �, �q et nq par leurs expressionsdans (2.39). On retrouve bien sûr le r�esultat exat (auquel il onvient �eventuellement, dansle as de spins 12 , d'ajouter la onstante te0 de l'�equation (2.42) :Eferro = N  �BextS + 12S2Xx Jmulti(x)! (2.54)
2.3.3 L'algorithmeLe syst�eme d'�equations �a r�esoudre est donn�ee par (2.34), (2.35), (2.36) et (2.44). Cesyst�eme est r�esolu num�eriquement par it�erations pour des r�eseaux de taille �nie N =48 � � �432, et par endroit jusqu'�a N = 1732. Cette m�ethode est di��erente de elle utilis�eehabituellement. Plutôt que de se plaer diretement �aN =1 et d'it�erer le alul num�eriqued'int�egrales (Pq) de fontions singuli�eres (ondensation de Bose pour ertains veteursd'onde o�u !q = 0) nous hoisissons, omme ertains auteurs [86℄, de travailler ave dessommes �nies pour ensuite extrapoler les quantit�es physiques �aN =1. L'avantage est qu'iln'est pas n�eessaire de onnâ�tre a priori le(s) veteur(s) d'onde o�u pourraient ondenser lesbosons, ni même de savoir s'il y a ondensation ou si la solution poss�ede une aimantation5 On obtient �egalement e r�esultat en onsid�erant, sur un �ehantillon de N sites, les N-1 �etats de spin S =N=2�1 ave Sz = N=2�1. Ils s'�erivent jk >= 1pN Px eik:xjx > o�u k est un des N-1 veteurs d'onde 6= 0et jx > est l'�etat o�u tous les spins sont " �a l'exeption de x. jk > est �etat propre de H et sont �energie vaut :E=N = Eferro=N + 2f(k)N hJeff2 � 10J5 + 2J6 + 4J4i ave f(k) = os(k:u)+ os(k:v)+ os(k:(u�v))� 3.Puisque f varie entre 0 et -4 quand k parourt la zone de Brillouin, Je�2 � 10J5 + 2J6 + 4J4 < 0 estn�eessaire pour que l'�etat ferromagn�etique soit stable vis �a vis des jk >.



28 CHAPITRE 2. BOSONS DE SCHWINGERtotale (ferro- ou ferrimagn�etisme). Cei implique en partiulier que les solutions trouv�eesne brisent pas la sym�etrie SU(2) de l'hamiltonien et que l'�etude d'un ordre de N�eel doit sefaire par l'analyse des orr�elations ou du fateur de struture jj~S(q)jj. Voii l'algorithmeit�eratif employ�e pour r�esoudre les �equations d'auto-oh�erene :� Initialisation : on part d'une on�guration arbitraire (al�eatoire par exemple) des B(x)et A(x). Remarquons qu'il suÆt de onsid�erer les seuls sites x oupl�es �a l'origine. Onhoisit �egalement un d�ealage initial de potentiel himique Æ� positif mais arbitraire,par exemple Æ� = 1.� Premi�ere �etape. Calul des Jmulti(x), �q et �q ave (2.44).� Calul du potentiel himique maximum pour lequel 8q !q � jBext + Æ�qj > 0 :�max = Minq��q �qj�qj2 + (Bext + Æ�q)2� (2.55)d'apr�es (2.29).� On pose � = �max � Æ�.� Calul du spetre !q (2.29). On rep�ere le o�u les p point(s) q1���p o�u !#"q est minimum 6.� On alule le nombre d'oupation n = nq1���p qui satisfait la ontrainte 7 Eq. (2.34) :n = 2S + 1� 1N Pq ��q��!q �1N Ppi=1 �qi��!qi (2.56)� Si n est n�egatif (non physique), on diminue le potentiel himique en inr�ementantÆ�. Si n est positif (tendane �a la ondensation) on d�er�emente Æ�.De ette mani�ere, Æ� et � tendent de mani�ere dihotomique vers la solution physique :soit Æ� > 0 et n = 0 (et existene d'un gap, �eventuellement dû �a la taille �nie), oubien Æ� = 0 et n > 0 (ondensation de Bose). Pour les solutions antiferromagn�etiquesave ordre de N�eel on trouve, �a taille �nie, Æ� � 1=N quand N ! 1. Cei est enaord ave le omportement du gap de taille �nie pr�edit par l'existene d'une tourdes �etats (f. x 3.3).� Calul de B(x) et A(x) ave les �equations (2.32) et (2.33) et retour �a la premi�ere�etape.6Remarquons que !#"qi = 0 , Æ� = 0, il peut alors y avoir ondensation.7On fait ii l'hypoth�ese que la même quantit�e de bosons ondense dans haque mode. Cei n'a auuneinidene sur les solutions d'aimantation nulle (puisque on y trouve n = 0) ni pour les hamiltoniensferromagn�etiques o�u !q poss�ede un unique minimum en q = 0.



2.3. BOSONS DE SCHWINGER POUR L'�ECHANGE MULTIPLE 292.3.4 R�esultatsLa th�eorie d�erite dans les paragraphes pr�e�edents a �et�e appliqu�ee au hamiltoniend'�ehange multiple sur r�eseau triangulaire ave des �ehanges �a 2 et 4 orps. Voii les grandeslignes du diagramme de phases obtenu par ette m�ethode de hamp moyen. Une partie dees r�esultats est publi�ee [90℄.Di��erents ordres de N�eelLa r�esolution num�erique des �equations d'auto-oh�erene onduit �a la solution ferro-magn�etique dans le domaine �x�e par (2.53). En dehors, les solutions sont de spin nul. �Al'exeption d'une petite fenêtre autour de Je�2 =J4 = 3 o�u auune solution n'est trouv�ee, les�etats antiferromagn�etiques pr�esentent de l'ordre magn�etique �a longue port�ee, mais ave unparam�etre d'ordre fortement r�eduit :� 3 sous-r�eseaux (r�egion N�eel, Fig. 2.1).� 4 sous-r�eseaux (r�egion �, Fig. 2.2 et 2.3).� on�guration h�elio��dale des spins (r�egion �). L'existene dans ette r�egion d'ungrand nombre de solutions d'�energies voisines ne nous a pas permis de d�eterminersans ambigu��t�e la valeur du param�etre d'ordre, le veteur de l'h�elie hangeant d'unetaille �a l'autre. La struture la plus stable pourrait toutefois être un �etat olin�eaire�a deux sous-r�eseaux ave un fateur de struture repr�esent�e Fig. 2.4. Cette solutionpartiuli�ere fait apparâ�tre un pi (de hauteur O(N)) au veteur d'onde q = A etune struture �a q = �12B qui met en �evidene l'existene de orr�elations loales mo-dul�ees sur une distane de 6 sites. Momoi et al. montrent que le syst�eme lassiqueposs�ede une d�eg�en�eresene importante [94℄ au point J2 = �2 et J4, et il sembleque, dans le voisinage de et hamiltonien, le hamp moyen ne l�eve pas suÆsammentette d�eg�en�eresene pour qu'une solution unique soit stabilis�ee. Toutefois, ontrai-rement au as lassique, toutes les solutions trouv�ees sont d'aimantation nulle (pasde ferrimagn�etisme).Param�etre d'ordreNous alulons le fateur de struture par transform�ee de Fourier de la orr�elation< ~Si � ~Sj > : k~S(q)k2 =<  1pN Xx e�iq�x~Sx2 >=Xx < ~S0 � ~Sx > e�iq�x (2.57)S'il y a un ordre de N�eel �a longue distane arat�eris�e par un veteur d'onde q0, alorsk~S(q)k2 � N tandis que k~S(q 6= q0)k2 reste de l'ordre de 1. Une normalisation naturelle
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Fig. 2.4: k~S(q)k2 en fontion de q pour J2=J4 = �2, N = 192. �Etat de N�eel olin�eaire�a deux sous-r�eseaux. On distingue aussi deux maxima au voisinage de q = �12B quirenseignent sur la p�eriode des orr�elations loales.
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Fig. 2.5: Param�etre d'ordre et �energie par site �a J2=J4 = �1 en fontion de la taille dusyst�eme : N = 48, 64, 112, 144, 192 et 1732.est don la valeur lassique maximale de k~S(q0)k2 dans un �etat h�elie plane de veteurd'onde q0, 'est la normalisation 8 adopt�ee dans �gure 2.6, qui montre les r�esultats desextrapolations �aN =1 (pour J6 = J5 = 0) de k~S(q)k. �A titre d'illustration, les param�etresd'ordre pour les tailles N = 192; 144; 112; 64 et 48 ainsi que la valeur extrapol�ee sontdonn�ees Fig. 2.5 pour J2 = �1 et J4 = 1. Les orretions de taille �nie au param�etred'ordre sont en 1pN .Comme �evoqu�e au paragraphe pr�e�edent, l'existene de plusieurs solutions quasimentd�eg�en�er�ees dans la r�egion � ne nous a pas permis d'y extrapoler sans ambigu��t�e �a N =1les param�etres d'ordre. Toutefois, il s'agit �a haque fois de solutions ordonn�ees �a longuedistane. En revanhe, au voisinage du point J2=J4 = 3, l'algorithme d�erit �a la setion 2.3.3ne onverge pas, même pour de relativement petites tailles N ' 50. D'autre part, lavariation d'amplitude du param�etre d'ordre dans les deux phases voisines (Fig. 2.6) estsimilaire �a e qui est observ�e dans d'autres probl�emes o�u les utuations ouvrent uner�egion d�esordonn�ee �a la fronti�ere de deux phases ordonn�ees. Il est par exemple admis quee ph�enom�ene se produit dans le mod�ele J1 � J2 sur le r�eseau arr�e [32, 121, 137℄. Ceisugg�ere que nous avons �a faire �a une physique di��erente autour de J2=J4 = 3. Même sinous ne pouvons pas y exlure l'existene de solutions ordonn�ees. L'hypoth�ese d'une r�egiono�u les seules utuations pr�esentes au niveau du hamp moyen suÆsent �a d�etruire l'ordre8k~S(q = B)k2max = 12NS2 (maximal dans l'�etat de N�eel �a trois sous-r�eseaux) et k~S(q = Ai)k2max = NS2(maximal dans l'�etat de olin�eaire �a deux sous-r�eseaux).
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Fig. 2.6: Param�etre d'ordre k~S(q)k en fontion de J2=J4 pour J5 = 0. Dans la phase N�eelk~S(q)k est maximum pour q = B1;2 (Fig. 2.1). Dans la r�egion � k~S(q)k a trois pis :Un premier pour q = A1 et deux plus petits, identiques, en q = Ai=2;3 (la sym�etrie parrotation R2�=3 est bris�ee, voir Fig. 2.2 et Fig. 2.3).est tr�es vraisemblable.ExitationsLa th�eorie des bosons de Shwinger fournit le spetre de basse �energie du syst�eme. Dansles phases ave ordre de N�eel que nous trouvons, le gap de taille �nie tend vers z�ero en1=N . La relation de dispersion !(q) (f. Eq. (2.28)) des quasi-partiules de Bogoliubovest donn�ee Fig. 2.7 pour les param�etres J2 = �1, J4 = 1. �A des e�ets de taille �nie pr�es,!(q) s'annule lin�eairement en quatre points de la premi�ere zone de Brillouin : �q1 et �q2.Cei peut être v�eri��e dans la partie haute de la �gure 2.7. Ce ne sont pas diretementles exitations physiques du syst�eme puisque les bosons a", omme les bosons P" portent



34 CHAPITRE 2. BOSONS DE SCHWINGERun spin �Sz = �12 (e sont des spinons). Les exitations physiques sont des magnons quiportent un spin �Sz = 1. Les impulsions que l'on peut obtenir en ombinant deux spinonsd'impulsions �q1 ou �q2 sont :q = q1 � q1 = q2 � q2 = 0q = q1 + q2 = A1q = 2q1 = 2q2 = A2q = q1 � q2 = A3Ainsi, omme il se doit, on trouve que les modes de Goldstone assoi�es �a l'ordre de N�eelantiferromagn�etique �a quatre sous-r�eseaux s'annulent aux quatre points q = 0 et q =Ai=1;2;3. Autre exemple, dans le as d'un ordre �a trois sous-r�eseaux, les spinons d'�energienulle sont au voisinage de q = �12B, de sorte que l'on trouve un spetre d'ondes de spinsqui s'annule en q = 0, B et �B.Il est aussi possible d'�evaluer le spetre des ondes de spins par un alul de \Single ModeApproximation" (SMA). Si on note j	0> le fondamental, ette approximation onsiste�a aluler la valeur moyenne de l'hamiltonien dans l'�etat j	k >= PS+x eik�xj	0 >. Ononsid�ere alors 
(k) = <	kjHMF j	k><	kj	k> � <	0jHMF j	0>. Ce alul, e�etu�e dans le adre dela th�eorie de hamp moyen des bosons de Shwinger, donne la struture orrete du spetredes ondes de spins.2.3.5 Spin ritique S < 12Dans le as de l'hamiltonien d'Heisenberg sur un r�eseau bipartite, il est possible dealuler analytiquement la solution des �equations d'auto-oh�erene. Le r�esultat fait ap-parâ�tre une valeur ritique S du spin au dessus de laquelle le syst�eme poss�ede le l'ordrede N�eel �a longue port�ee et brise la sym�etrie SU(2), e qui se traduit par une ondensationde Bose 9. S fournit don une mesure approximative de l'importane des utuations dansle syst�eme.Les solutions ordonn�ees de la setion pr�e�edente ne doivent pas oulter le fait queles bosons de Shwinger sont aussi apables de d�erire des phases d�esordonn�ees, soit dansla limite de grand N (voir par exemple Sahdev [116℄ pour Heisenberg sur le r�eseautriangulaire ou kagome) ou dans leur formulation SU(2) (par exemple, ave le mod�eleJ1�J2�J3 sur le r�eseau arr�e, Ceatto et al. [28℄). Les solutions ordonn�ees pour S = 12que nous trouvons indiquent que le spin ritique est inf�erieur �a 12 . Même si les spins S < 129La valeur ritique S est inf�erieure �a 12 pour le r�eseau arr�e : S = 12� 12 �RR�� d2q(2�)2 1p1� 14 (sin(qx)+sin(qy))2 =0:197, e qui en fait un syst�eme ordonn�e �a temp�erature nulle pour toute valeur physique du spin S � 12 > S.En dimension trois sur un r�eseau ubique, le même alul donne, omme attendu, une valeur beauoupplus faible : S = 0:078 (voir par exemple Hirsh et Tang [60℄).
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Fig. 2.7: Spetre !(q) pour N = 1732 et J2=J4 = �1. Pour es param�etres, le syst�emeposs�ede le même ordre de N�eel �a quatre sous-r�eseaux que Fig. 2.2 et 2.3. !(q) poss�edequatre minima (�gure du bas) aux points �q1 et �q2. Ces quatre impulsions satisfont2q = A2. A2 est l'impulsion de milieu de bord de zone, o�u le fateur de struture statiqueest maximum (Fig. 2.2). En r�eant deux spinons, de basse �energie, on trouve des branhes demagnons qui s'annulent en q = 2q1 = 2q2 = 0 et q = q1+q2 = A1, q1+q1 = q2+q2 = A2et q1 � q2 = A3.
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Fig. 2.8: k~S(A)k2 en fontion du spin S. J2=J4 = �2 et N = 432.n'ont pas de r�ealisation physique, et a fortiori pas dans l'3He, la valeur du spin en dessous delaquelle le syst�eme est un liquide de spins au niveau du hamp moyen est une informationutile pour identi�er les r�egions suseptibles d'être, en r�ealit�e, d�esordonn�ees quantiquement�a T = 0. Une �etude pr�eise demanderait une analyse des e�ets de taille et de d�ependanedans les param�etres d'�ehange. Nous donnons ii quelques r�esultats pr�eliminaires.Il est n�eessaire de normaliser les termes en S2 et S4 de l'hamiltonien d'�ehange multiple(Eq. 2.42) pour qu'ils gardent les mêmes poids relatifs �a S = 12 et �a S 6= 12 , et garantirde retrouver le fondamental lassique quand S ! 1. Le param�etre d'ordre k~S(A)k2 estrepr�esent�e en fontion du spin S (Fig. 2.8.a). La brusque hute aux alentours de S = 0:2signale la transition vers une solution non magn�etique. La fontion de orr�elation< ~Si�~Sj >pr�esente une d�eroissane rapide en dessous du spin ritique (Fig. 2.9).2.3.6 Solution d�esordonn�ee pour S = 12 ?Nous avons obtenu une solution liquide de spins pour un spin S = 12 au point J2=J4 = 2et N = 432, et d'�energie inf�erieure (E=N = :10, N = 432) �a la solution ordonn�ee (E=N =0:32, N = 432). Ce r�esultat, obtenu seulement lors de la r�edation de e m�emoire, n'a pasenore �et�e ompl�etement exploit�e et demande des v�eri�ations suppl�ementaires. Il n'a pasenore �et�e possible num�eriquement de propager ette solution, o�u les orr�elations spin-spinsont �a ourte port�ee, �a d'autres valeurs des param�etres d'�ehange ni même �a une autre taillede syst�eme. Cei peut signi�er que, dans notre approhe it�erative, le bassin d'attration deette solution est tr�es r�eduit : seules quelques onditions initiales partiuli�eres permettentde onverger it�erativement vers et �etat, tandis que les autres onduisent en g�en�eral �a la



2.4. CONCLUSIONS 37

–0.08

–0.06

–0.04

–0.02

0

0.02
2 4 6 8 10 12

Fig. 2.9: Corr�elation < ~Si � ~Sj > en fontion de la distane jj � ij pour un spin S = 0:15 :ordre �a ourte port�ee (J2=J4 = �2, N = 432).solution ave ordre de N�eel. Ce r�esultat pourrait on�rmer que la zone o�u auune solutionn'est trouv�ee (autour de J2=J4 ' 3, f. Fig. 2.6) orrespond bien �a une phase liquide despins. La di��erene d'�energie entre la solution d�esordonn�ee et elle ave ordre de N�eelindique que l'�etendue de la phase liquide de spins est sous-estim�ee. Cei sera on�rm�e parles aluls de diagonalisations exates dans hapitres suivants.2.4 ConlusionsLa th�eorie des bosons de Shwinger est une m�ethode de hamp moyen polyvalente,apable de d�erire ave un même formalisme des phases magn�etiquement ordonn�ees ounon. Dans le as de l'�ehange multiple, elle est une premi�ere approhe simple au diagrammede phases qui met en avant l'importane de la frustration : omp�etition entre di��erentesphases, r�edution des param�etres d'ordre par les utuations et possibilit�e d'un liquidede spins. Dans la mesure o�u les diagonalisations exates montrent que la quasi totalit�edes phases ordonn�ees est d�etruite par les utuations, il a sembl�e naturel de porter lese�orts sur ette derni�ere m�ethode, quantitativement plus �able pour le mod�ele d'�ehangemultiple, même si de nombreux points restent �a explorer dans le adre de e hamp moyen.Par exemple, l'approhe it�erative de r�esolution des �equations est-elle adapt�ee aux phasesquantiquement d�esordonn�ees ou peut-on la perfetionner ? Comment trouver un d�eouplagedes termes �a quatre spins plus pertinent pour mieux rendre ompte des r�esonanes loalesinduites par l'�ehange �a quatre orps ? Quelle est la nature des phases non magn�etiquestrouv�ees pour S < S, de leurs sym�etries, de leurs exitations ou de leur thermodynamique ?





39
Chapitre 3Diagonalisations exates etdiagramme de phasesComment diagonalise-t-on un hamiltonien de spin et que peut-on apprendre de l'analysede son spetre ? Nous proposons ii une (br�eve) introdution �a es questions en donnantquelques �el�ements sur la tehnique des diagonalisations. Pour ommener ave l'hamiltoniend'�ehange multiple proprement-dit, nous pr�esentons un premier r�esultat num�erique relatifau spin du fondamental : l'absene de ferrimagn�etisme.Puis, et avant d'aborder l'�etude plus ompl�ete des hapitres suivants, la notion de tourdes �etats d'Anderson dans les antiferromagn�etiques, est expliqu�ee. Car s'il s'av�ere queles mod�eles onsid�er�es dans e travail n'ont pas de tour, ette struture qui distingue lesantiferromagn�etiques ordonn�es reste un prototype de spetre dont la onnaissane peutêtre utile �a l'�etude d'un liquide de spins.3.1 La m�ethodeNous alulons les niveaux de basse �energie de l'hamiltonien d'�ehange multiple sur ler�eseau triangulaire Eq. (1.3) pour des syst�emes ontenant jusqu'�a N = 36 spins. Jusqu'�aN = 21 le alul des 2N �energies propres est possible, au del�a, seuls les premiers �etatsexit�es sont aessibles (plusieurs entaines ave N = 24 et un ou deux seulement pourN = 36) par l'algorithme de Lanz�os ave les ordinateurs atuels. Nous donnons ii quelques�el�ements sur la tehnique employ�ee.3.1.1 Algorithme de Lanz�osCet algorithme it�eratif permet de diagonaliser des matries hermitiennes. Pour unematrie de dimension d, il faut d appliations de l'hamiltonien H (et autant d'orthogo-nalisations) pour �erire la matrie de H dans une base orthonormale fjvn>gn=1���d o�u elle



40 CHAPITRE 3. DIAGONALISATIONS EXACTES ET DIAGRAMME DE PHASESest tridiagonale. Dans ette base, seuls les termes <vnjHjvn>= hn, <vn+1jHjvn>= an et<vn�1jHjvn>= a�n�1 sont non nuls :
H = ���������������

h0 a�0 0 � � � � � � 0a0 h1 a�1 . . . ...0 a1 h2 . . . 0 ...... 0 a2 . . . a�d�3 0... ... . . . . . . hd�2 ad�20 0 � � � 0 ad�2 hd�1
��������������� (3.1)

On part d'un veteur unitaire jv0> al�eatoire et on lui applique H. Le veteur Hjv0>est d�eompos�e en une omposante parall�ele �a jv0> et une orthogonale :Hjv0>= h0jv0> +a0jv1> (3.2)On r�ep�ete l'op�eration sur jv1> :Hjv1>= h1jv1> +a1jv2> +a�0jv0> (3.3)o�u jv2> est pris unitaire et orthogonal �a jv0> et jv1>. �A l'�etape 2, on a :Hjv2>= h2jv2> +a2jv3> +a�1jv1> (3.4)o�u jv3> est �a nouveau hoisi unitaire et orthogonal �a jv2> et jv1>. V�eri�ons que jv0> etjv3> sont orthogonaux. Puisque H est hermitien <v0jHjv2>= (h0 <v0j+ a�0 <v1j) jv2>= 0et don <v0jv3>= 0. Les trois premiers veteurs sont bien deux �a deux orthogonaux.L'hermiit�e de H permet de poursuivre la onstrution de ette base orthonormale en negardant �a haque �etape que les deux veteurs ant�erieurs :8 d > n � 1 ; Hjvn>= hnjvn> +anjvn+1> +a�n�1jvn�1> (3.5)Sous ette forme tridiagonale, la matrie poss�ede un polynôme arat�eristique dont ilest simple de d�eterminer les raines, 'est-�a-dire les valeurs propres de H, par une m�ethodede type dihotomique.L'int�erêt prinipal de la m�ethode est que les n valeurs propres de la matrie tridiagonaleg�en�er�ee �a l'�etape n onvergent vers les n plus basses et plus hautes valeurs propres duspetre omplet. Ainsi, même si la dimension d du sous-espae est trop grande pour qu'ilsoit num�eriquement envisageable d'e�etuer d it�erations (en pratique on ne peut pas enfaire plus de quelques milliers), on dispose, �a partir d'un n suÆsant, des plus petites valeurspropres, qui sont elles d'int�erêt pour la physique de basse �energie. �A titre d'illustration,la repr�esentation irr�edutible triviale Sz = 0 ('est en g�en�eral elle du fondamental pourun hamiltonien antiferromagn�etique) du r�eseau triangulaire �a 36 sites est de dimensionsup�erieure �a 106, mais une entaine d'it�erations seulement suÆt pour obtenir l'�energie dufondamental ave une pr�eision meilleure que 10�6.



3.1. LA M�ETHODE 41Erreurs d'arrondisL'algorithme de Lanz�os est instable num�eriquement. En raison des erreurs d'arrondis(la pr�eision de la mahine est de seize d�eimales), l'impr�eision sur les valeurs propres�nales rô�t de mani�ere exponentielle ave la taille de la matrie. En pratique, ei limitel'utilisation de la m�ethode dans sa forme brute �a des matries ayant moins d'une dizaine demilliers d'�el�ements (� 100�100). Au del�a, la pr�eision sur les valeurs propres risque d'êtreassez al�eatoire. Autre ons�equene de ette instabilit�e : l'apparition de valeurs propresfantômes. Une valeur propre d'un �etat exit�e qui est onverg�ee �a la neme it�eration peut �nirpar se \d�eroher" quelques dizaines d'it�erations plus tard et onverger vers l'�energie del'�etat du dessous. Il en r�esulte une apparente d�eg�en�eresene.Nous traitons es deux probl�emes qui empêhent d'avoir a�es au spetre des �etats tr�esexit�es par :� La projetion sur l'espae de spin total S toutes les dix it�erations. Cei �ltre lesomposantes parasites des veteurs qui sont g�en�er�ees en dehors de l'espae Sz = Squi nous int�eresse (f. x 3.1.2).� La r�e-orthogonalisation des veteurs jvn> �a tous les pr�e�edents.Cette m�ethode est tr�es sure, elle permet d'avoir le spetre omplet d'une RI ave exa-tement le nombre d'it�erations impos�ees par sa dimension. Le prix �a payer est un temps dealul et une plae m�emoire arue.3.1.2 Nombres quantiquesPour r�eduire la dimension des matries �a diagonaliser, les odes employ�es 1 traitentindividuellement haque repr�esentation irr�edutible du groupe de sym�etrie de l'hamilto-nien. Le gain en m�emoire et temps de alul est onsid�erable et ela �evite les probl�emes ded�eg�en�eresenes, diÆiles �a traiter ave l'algorithme de Lanz�os. En�n et surtout, l'utilisa-tion de toutes les sym�etries donne beauoup plus d'information que les seules �energiespropres puisque nous disposons des nombres quantiques, magn�etiques et spatiaux, dehaque �etat.Nous ne donnons pas ii l'�etude math�ematique des repr�esentations irr�edutibles dugroupe de sym�etrie du r�eseau triangulaire (pour une disussion d�etaill�ee, voir Bernu et al.1L'essentiel des r�esultats de e travail a �et�e obtenu ave un ode Fortran tournant sur les alulateursvetoriels Cray C90 et C98 de l'Institut de D�eveloppement et de Reherhe en Informatique Sienti�que(IDRIS) du CNRS sous les ontrats 960076/964091. Le ode a �et�e d�evelopp�e par Bernard Bernu, LaurentPierre et Philippe Sindzingre au Laboratoire de physique Th�eorique des Liquides. C'est aussi le odeutilis�e dans le travail de dotorat de Philippe Leheminant [79℄. L'�etude de l'�ehantillon de 36 sites a,elle, �et�e men�ee sur un Cray parall�ele T3E-256 de l'IDRIS ainsi que sur le T3E-512 du Zentralinstitut f�urAngewandte Mathematik, Forshungszentrum �a J�ulih en Allemagne. Le ode parall�ele �a �et�e d�evelopp�epar Christian Waldtmann dans le adre de sa th�ese de dotorat [139℄.



42 CHAPITRE 3. DIAGONALISATIONS EXACTES ET DIAGRAMME DE PHASES[18℄), mais r�esumons les nombres quantiques utilis�es pour les d�erire. S 2 0 ou 12 ; � � � ; N2 estle spin total, d�e�ni par ~S2 = �PNi ~Si�2 = S(S + 1). Sz 2 �N2 ; � � � ; N2 est la projetion duspin sur l'axe z ; q est l'impulsion, elle prend N valeurs dans la premi�ere zone de Brillouindu r�eseau triangulaire.Nombres quantiques spatiauxViennent ensuite les nombres quantiques du groupe pontuel. Ce groupe est engendr�epar les rotations et sym�etries axiales. Suivant les sym�etries du veteur q, ertains peuventne pas être d�e�nis.� R2�=3 2 f1; j; j2g est la phase aquise par la fontion d'onde lors d'une rotation de2�=3 autour d'un site du r�eseau. Cette phase n'est d�e�nie que si l'impulsion q est unveteur invariant par R2�=3 'est-�a-dire seulement si q 2 f0;�Bg.� R� = �1 est la phase aquise par la fontion d'onde lors d'une rotation de � autourd'un site du r�eseau. Cette phase n'est d�e�nie que si l'impulsion q = �q. Ce n'est leas que pour les veteurs q 2 f0;A1;A2;A3g.� � = �1, parit�e de la fontion d'onde par rapport �a l'axe de son impulsion, n'estd�e�nie que si q se trouve sur un axe de sym�etrie du r�eseau triangulaire. C'est le aspour les veteurs d'onde q = �B ou q = �Ai ave � 2 [�1; 1℄.Spin totalTehniquement, S est trait�e d'une mani�ere di��erente des autres nombres quantiques.Comme il est diÆile de onstruire une base expliite de S = S0 �x�e (ontrairementaux autres nombres quantiques), nous travaillons dans une base de Sz = S0 et �xonsle spin total en projetant les veteurs dans le sous-espae S0 en appliquant le proje-teur QS 6=S0 ~S2�S(S+1)S0(S0+1)�S(S+1) . La nature instable de l'algorithme de Lanz�os vis-�a-vis deserreurs num�eriques d'arrondis fore �a e�etuer ette projetion r�eguli�erement au ours desit�erations (typiquement toutes les 10 it�erations), même si, math�ematiquement, la onser-vation du spin total par l'hamiltonien [H; ~S2℄ = 0 permettait de ne faire qu'une seuleprojetion du veteur initial. Par ailleurs, es projetions r�eguli�eres ombin�ees aux ortho-gonalisations (x 3.1.1) assurent une protetion ompl�ete ontre les erreurs d'arrondis et lesvaleurs propres fantômes.3.2 Ferromagn�etisme ou spin nulPourN = 19 nous balayons l'espae des param�etres J2=J4, J5=J4, J6=J4 a�n de d'�evaluerl'e�et des utuations quantiques sur le diagramme de phases de l'hamiltonien Eq. (1.3),



3.2. FERROMAGN�ETISME OU SPIN NUL 43et plus partiuli�erement sur l'�etendue de la zone ferromagn�etique. La premi�ere informationapport�ee par un spetre est le spin du fondamental. Il apparâ�t dans le as de l'hamiltoniend'�ehange multiple qu'il est soit nul, soit maximal. En fait, seule une �etroite r�egion dansl'espae des J , situ�ee tr�es pr�es de la fronti�ere, donne sur N = 16 un fondamental de spinS = 1 ou S = 2 mais ei est un e�et de taille �nie et la transition vers le ferromagn�etisme 2est du premier ordre �a T = 0.La �gure 3.1 repr�esente la ligne de transition pour di��erentes valeurs de J6=J4 pourN = 19 sites. Pour l'obtenir, nous alulons l'�energie du fondamental du seteur S = 0 (ou12 si N est impair) pour une inquantaine de points pr�es de la fronti�ere et nous ajustons(\�t" par moindre arr�e) ette fontion par un polynôme homog�ene de degr�e 2 en J2=J4,J5=J4 et J6=J4. L'�energie de l'�etat ferromagn�etique a la même valeur que elle du syst�emelassique ES=N=2N = 3Je�2 +6J4� 12J5+2J6. La ligne de transition est obtenue en r�esolvantES=0 = ES=N=2. Ces ourbes sont, �a quelques pour ent pr�es, une bonne approximationdu as N = 1, puisque seul l'e�et de taille sur l'�energie du fondamental S = 0 inue.Deux exemples de spetres du ôt�e ferromagn�etique de la fronti�ere se trouvent en hautde la �gure 3.2 tandis que deux spetres dont la plus basse �energie est dans le seteurS = 0 apparaissent en bas. Les diagonalisations indiquent que les fondamentaux S = 0 ontune �energie inf�erieure �a l'�energie de la phase lassique orrespondante. Ce gain �energ�etiquedû aux utuations r�eduit l�eg�erement l'�etendue de la phase ferromagn�etique au pro�t des�etats de spin nul dans le as quantique 3. Le probl�eme est maintenant de savoir dans queller�egion du diagramme se trouve l'hamiltonien d'�ehange multiple pertinent pour la seondeouhe d'3He .La deuxi�eme ouhe d'3HeLa omparaison ave les valeurs des Jn (Table 1.3) obtenues par Roger et al. [109℄ in-dique que l'hamiltonien e�etif traverse la fronti�ere : le syst�eme est dans la phase S = 0 auxfaibles densit�es et dans la phase ferromagn�etique �a forte densit�e. Compte-tenu des barresd'erreur sur la d�etermination des fr�equenes d'�ehange, nous ne pouvons pas d�eterminertr�es pr�eis�ement la densit�e de transition �2 ' 6:8 � 0:4nm�2. Cette information doit detoute fa�on être prise ave pr�eaution. Utiliser le mod�ele d'�ehange multiple ave un seuljeu de fr�equenes d'�ehange �a haque densit�e suppose que le syst�eme soit homog�ene. Or il2Les N+1 �etats de spin maximum S = N=2 et Sz = �N=2:::N=2 sont �etats propres de toutmod�ele �a sym�etrie SU(2), et des hamiltoniens d'�ehange en partiulier. Ils sont d�eg�en�er�ees et l'�energieposs�ede la valeur lassique. Les premi�eres exitations d'un syst�eme ferromagn�etique sont des magnons :jk>= 1pN Px eik:xjx> et leur relation de dispersion est onnue exatement (voir note 5 page 27). Leferromagn�etisme quantique n'est don de e point de vue pas tr�es di��erent du as lassique et le spinS = N=2 du fondamental suÆt �a l'identi�er.3Cet e�et est probablement ampli��e par le fait que nous ne onnaissons pas la fronti�ere exate dans leas lassique et que l'approhe variationnelle ne peut que surestimer la r�egion ferromagn�etique.
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Fig. 3.1: Lignes de transition �a T = 0 entre ferromagn�etisme et une phase o�u le fondamentalest de spin S = 0. Six valeurs de J6=J4 : 0, 15 , 25 , 35 , 45 , 1.n'existe d'indiations d'une struture triangulaire et uniforme qu'aux plus basses 4 et auxplus fortes densit�es 5.Le diagramme de phases aux densit�es interm�ediaires n'est pas enore �eluid�e [50, 110℄mais des �el�ements sugg�erent une oexistene de phases solides de densit�es di��erentes [15,120℄. L'utilisation d'un unique hamiltonien d'�ehange ne serait plus justi��ee dans une tellesituation, puisque les fr�equenes d'�ehange d�ependent fortement de la densit�e. La oexis-tene d'une phase ferromagn�etique et d'une phase moins dense o�u les �ehanges plaeraientl'hamiltonien magn�etique dans la r�egion S = 0 du diagramme Fig. 3.1 fournit par exempleune interpr�etation simple aux donn�ees de Shiffer et al. [120℄ sur le omportement lin�eairede l'aimantation �a temp�erature nulle en fontion de la densit�e.4La struture ommensur�ee �2=�1 = 4=7 propos�ee par Elser [41℄ est observ�ee [51℄ pour une densit�evoisine de �1 + �2 = 17:8nm�2. Elle a fait l'objet d'�etudes th�eoriques [1, 110℄ et a aussi �et�e propos�ee pourles �lms 3He/4He [26℄.5Godfrin et Rapp [50℄ font une revue d�etaill�ee de es questions de struture des ouhes adsorb�ees.Il est admis que la struture est triangulaire et inommensurable pour �tot > 26nm�2.
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Fig. 3.2: Spetres N = 16 ferromagn�etiques (haut) et non ferromagn�etiques (bas) pourJ2=J4 = �2 et J5=J4 = 0:5; 0:35; 0:25 et 0:20. Les symboles indiquent les nombres quan-tiques spatiaux. � d�esigne la sym�etrie axiale par rapport �a l'impulsion. R2�=3 la rotationde 2�=3 autour d'un site et R� la rotation de �. Quand l'impulsion n'est pas sp�ei��ee ils'agit d'un veteur k 6= 0; 6= Ai. L'�etat ferromagn�etique (N �a S = 8) est �etat propre danstous les as. Son �energie vaut E(S = 8) = N(3J2 + 6J4 + 12J5 + 2J6).



46 CHAPITRE 3. DIAGONALISATIONS EXACTES ET DIAGRAMME DE PHASES3.3 Antiferromagn�etisme - Tour des �etats d'AndersonLe spin du fondamental informe si le syst�eme est ferromagn�etique (S = N=2), pa-ramagn�etique ou antiferromagn�etique 6 (S = 0) ou si le syst�eme est ferrimagn�etique(S = mN=2, 1 > m > 0). Le as le plus rihe est elui o�u S = 0, 'est elui o�u l'ontrouve l'antiferromagn�etisme (ou ordre de N�eel) et les liquides de spins.Un antiferromagn�etique est un syst�eme qui s'ordonne en sous-r�eseaux au sein desquelsles spins sont ferromagn�etiques. Les utuations quantiques r�eduisent l'aimantation dessous-r�eseaux mais l'image lassique est qualitativement orrete si ette aimantation restemarosopique. La di��erene fondamentale ave le ferromagn�etisme est qu'un �etat de N�eeln'est pas un �etat propre de H. Il brise �a la fois la sym�etrie SU(2) et l'invariane partranslation de H. Anderson [7℄ remarque en 1954 qu'un �etat de N�eel ne peut don êtreobtenu que par ombinaison lin�eaire de plusieurs �etats propres de l'hamiltonien appartenant�a des repr�esentations irr�edutibles di��erentes du groupe de sym�etrie, et en partiulier despin total S di��erents. Les �etats propres de H �a partir desquels on peut onstruire les �etatsde N�eel onstituent une tour d'�etats s'ils sont d�eg�en�er�es ave le fondamental �a la limitethermodynamique. Pour un syst�eme de grande taille, le oût �energ�etique de e paquetd'onde est faible. Puisque les �earts entre les niveaux d'�energie qui le omposent d�eroissentave la taille de l'�ehantillon, les omposantes du paquet d'onde se d�ephasent d'autant pluslentement que le syst�eme est grand. Autrement dit, l'�etat de N�eel poss�ede une \dur�ee vie"qui rô�t ave la taille du syst�eme. Les premi�eres arat�erisations de es niveaux d'�energieet de leur omportement �a taille �nie dans les antiferromagn�etiques quantiques sont dues,notamment, �a Neuberger et Ziman [97℄ et Fisher [44℄. Les nombres quantiques etd�eg�en�eresenes auxquels ob�eissent les �etats de la tour dans le as du r�eseau triangulairesont disut�es par Bernu et al. [18, 20℄ et Leheminant et al. [79{81℄. Quelques �el�ementsde th�eorie des groupes appliqu�es �a ette question se trouvent dans l'annexe A.Quel que soit l'hamiltonien, les �etats ayant les nombres quantiques requis pour la brisurede sym�etrie de tout ordre de N�eel existent quelque part dans le spetre. La question est donde savoir si e sont es �etats qui sont les niveaux de basse �energie et s'ils suivent les bonneslois d'�ehelle quand la taille du syst�eme augmente. C'est la sym�etrie et la dynamique libredu param�etre d'ordre qui d�eterminent omment se omportent les �energies des �etats de latour. Le r�esultat est le suivant. Le fondamental du seteur de spin S doit avoir une �energie :E(S) ' S(S + 1)2N�0 = ~S22N�0 (3.6)o�u �0 est la suseptibilit�e magn�etique par spin du syst�eme. Cette �energie peut être ompriseomme l'�energie in�etique d'un rotateur d'inertie N�0 et de moment in�etique ~S. Ce rota-6Nous r�eservons le terme antiferromagn�etique �a un syst�eme magn�etiquement ordonn�e, et hoisissonsd'appeler paramagn�etique tout syst�eme sans ordre magn�etique �a longue port�ee.



3.3. ANTIFERROMAGN�ETISME - TOUR DES �ETATS D'ANDERSON 47teur est onstitu�e des veteurs aimantation des sous-r�eseaux ferromagn�etiques (Fig. 3.3).C'est pare que es veteurs sont de longueur proportionnelle �a la taille du syst�eme quel'inertie du rotateur est marosopique � N . Si l'on substituait le moment in�etique parune impulsion, et la suseptibilit�e �0 par une masse m, e terme est l'analogue diret del'�energie in�etique du entre de masse d'un solide de N atomes de masse m : E = ~p2Nm . Labrisure spontan�ee de l'invariane par rotation dans un antiferromagn�etique devient ana-logue de la brisure de l'invariane de translation dans un solide (le entre de masse estloalis�e). De même que l'�etat p = 0 ne suÆt pas �a d�erire la fontion d'onde d'un solidemarosopique loalis�e, le fondamental absolu S = 0 ne suÆt pas �a d�erire un �etat de N�eel.Plusieurs approhes permettent d'obtenir e r�esultat (par exemple le mod�ele � nonlin�eaire [11℄, ou plus simplement, la d�eomposition de l'hamiltonien expliqu�ee annexe A,qui onduit �a un mod�ele sans utuation exatement soluble). �A S �x�e, es �etats s'ef-fondrent sur le fondamental ave une vitesse 1=N , 'est-�a-dire plus rapidement que lemagnon d'�energie la plus basse 7.Quant �a la d�eg�en�eresene du niveau E(S), - elle n'est qu'approh�ee �a taille �nie -, nousrappelons en annexe A qu'elle est donn�ee par une r�egle d'addition des moments in�etiques('est le nombre de seteurs de spin S que l'on obtient en ouplant les p spins N2p des psous-r�eseaux).La tour d'Anderson o�re une signature partiuli�erement visible de l'ordre de N�eel,même sur de petits syst�emes 8. Consid�erons �a titre d'exemple le spetre du mod�ele J1�J2sur le r�eseau triangulaire pour N = 16 sites et J2=J1 = 0:8 repr�esent�e Fig. 3.4. Pourette valeur du rapport J2=J1 le syst�eme s'ordonne �a la limite thermodynamique en deuxsous-r�eseaux et les spins forment un �etat olin�eaire (Fig. 3.3). La tour d'Anderson estonstitu�ee de la famille d'�etats qui sont nettement s�epar�es du ontinuum des exitations etleurs �energies sont lin�eaires en S(S+1), onform�ement �a l'Eq. (3.6). Regardons maintenantles propri�et�es spatiales de es �etats. L'�etat olin�eaire onsid�er�e �etant invariant par toutetranslation de deux pas dans n'importe quelle diretion, il ne peut être la ombinaisonlin�eaire que d'�etats d'impulsions v�eri�ant e2iq�x = 1 pour tout veteur x du r�eseau. Les4 veteurs d'onde satisfaisant ette ondition sont q = 0 et q = Ai (Fig. 1.5). On peutv�eri�er sur le spetre que e sont e�etivement les seules impulsions pr�esentes dans la tourdes �etats. Une analyse pr�eise [80℄ des sym�etries de et �etat olin�eaire 9 permet de pr�edire7Le magnon le moins �energ�etique a une �energie totale Emin = jkminj, o�u  est la plus petite vitessed'onde de spins et kmin � 1pN le plus petit veteur d'onde permis par les onditions aux bords sur lesyst�eme de taille �nie. Cei donne Emin ' pN .8 �A ondition que les onditions aux limites ne frustrent pas l'ordre. Si l'ordre n'est pas frustr�e, alors er�esultat d�eoule de la faiblesse des utuations quantiques sur les petits syst�emes o�u l'espae des �etats estr�eduit.9La taille N = 16, dont le spetre est pr�esent�e Fig. 3.4, n'est pas suÆsante pour que les utuationsquantiques s�eletionnent parmi les ordres antiferromagn�etiques �a quatre sous-r�eseaux eux qui sont des�etats olin�eaires �a deux sous-r�eseaux. Ces utuations augmentent ave la taille de l'�ehantillon, 'est �a
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bFig. 3.3: �Etats de N�eel �a deux (gauhe) et trois (milieu) sous-r�eseaux. �A droite sontrepr�esent�es les 3 spins marosopiques form�es par les moments magn�etiques des sous-r�eseaux de l'�etat de N�eel �a 120 degr�es (milieu).tous les �etats qui y apparaissent. Un autre exemple de spetre de syst�eme ordonn�e estdonn�e au hapitre suivant (Fig. 4.3).

dire quand on arô�t le nombre de modes de grande longueur d'onde. La s�eletion de l'ordre olin�eaire estmanifeste d�es la taille N = 28, dont le spetre de basse �energie est donn�e R�ef. [80℄.
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Fig. 3.4: Spetre ave tour des �etats, mod�ele J1 � J2 sur le r�eseau triangulaire (N = 16).Les symboles l�egendent les nombres quantiques spatiaux. La ligne en pointill�es relie les�etats de la tour et permet de v�eri�er que leurs �energies sont proportionnelles �a S(S + 1).Pour et �ehantillon N = 16, les sym�etries des �etats de la tour sont elles d'un ordre anti-ferromagn�etique �a quatre sous-r�eseaux (RI �1;::: ;5). Leheminant et al. [80℄ ont montr�eomment la solution olin�eaire �a deux sous-r�eseaux (qui est un as partiulier de solution�a quatre sous-r�eseaux) est s�eletionn�ee pour les plus grandes tailles (N = 28).
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Chapitre 4Absene d'ordre �a longue distaneLe hapitre pr�e�edent a mis en �evidene une gamme de fr�equenes d'�ehange o�u lesspetres de tailles �nies poss�edent un fondamental de spin nul S = 0. La question pos�eeii est la nature de ette phase. Nous ommen�ons par montrer que l'hypoth�ese d'ordre deN�eel �a temp�erature nulle est exlue par l'absene de tour des �etats d'Anderson. Cettestruture spetrale (pr�esent�ee x 3.3) signale la brisure spontan�ee de la sym�etrie SU(2) et desym�etries d'espae dans un antiferromagn�etique par le biais de quasi d�eg�en�eresenes dansles spetres de taille �nie. Nous nous onentrons sur un point partiulier du diagrammede phases, le point J2=J4 = �2. Les spetres y o�rent une r�egularit�e d'un r�eseau �a l'autrequi permet une meilleure mâ�trise des e�ets de tailles. L'absene d'ordre magn�etique �alongue port�ee onduit alors �a examiner di��erentes fontions de orr�elations, dim�ere-dim�erenotamment, a�n de d�eteter d'�eventuels ordres non magn�etiques dans e liquide de spins. Lapr�esene d'un gap de spin est montr�ee setion 4.3 et on�rme l'absene d'ordre magn�etique.Toutes les donn�ees sugg�erent que la physique de basse �energie est essentiellement loale etdomin�ee par une �ehelle de longueur �nie et petite.Une grande partie des r�esultats expos�es dans e hapitre orrespondent �a la r�ef�erene [92℄.4.1 Absene de tour des �etats4.1.1 Conditions aux bords p�eriodiquesPour un grand nombre de valeurs des Jn dans la r�egion 0 � J6 . J5 . jJ2j et�5 . J2=J4 . 1 (plus d'une trentaine) nous alulons le spetre sur un �ehantillon �a16 sites. Certains points ont aussi �et�e �etudi�es ave d'autres tailles (N = 19; 20 ou 28) ouave des onditions aux bords tourn�ees, disut�ees dans la setion suivante. Auun de esspetres ne poss�ede parmi ses �etats de basse �energie toutes les repr�esentations irr�edutiblesarat�eristiques d'une tour des �etats orrespondant �a un ordre �a 2, 3 ou 4 sous-r�eseaux. Au-un non plus n'exhibe de famille d'�etats ave une �energie E � S(S +1) (Eq. 3.6) d�etah�ee
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Fig. 4.1: Spetre sans tour des �etats J2 = �2, J4 = 1, N = 24. Le groupe d'espae dee syst�eme �a 24 spins (parall�elogramme 6 � 4) est engendr�e par les 24 translations et larotation d'angle � par rapport �a un site. Le fondamental est non d�eg�en�er�e et appartient�a la repr�esentation triviale du groupe d'espae (k = 0 et R� = 1). Seul le fondamentalde haque repr�esentation irr�edutible (RI) est dessin�e dans la vue de gauhe. Les lignesvertiales signalent les intervalles d'�energie o�u tous les �etats ne sont pas indiqu�es.des autres exitations. Un spetre �a J4 = 1; J2 = �2 pour 24 sites est repr�esent�e Fig. 4.1.Deux arat�eristiques remarquables de e spetre sont g�en�eriques aux hamiltoniens o�u J4est important et o�u J2 . 0. Au lieu d'un omportement de E lin�eaire en S(S + 1) onobserve une onavit�e pour S � N=4 et un hangement de pente �a N=4. Cei a pourons�equene un plateau d'aimantation �a S = N=4 = Smax=2 qui est disut�e au hapitre 7.Le deuxi�eme point remarquable est l'�eart d'�energie important entre le fondamental S = 0et le fondamental S = 1 ainsi que la tr�es faible densit�e d'�etats au dessus du fondamentaldans le seteur singulet.Ces observations onduisent �a l'hypoth�ese que les phases antiferromagn�etiques pr�editeslassiquement (x 1.3) ou par la th�eorie des bosons de Shwinger (x 2.3.4) sont, �a l'exeptionde l'ordre de N�eel �a trois sous-r�eseaux pour J4 ' 0, d�etruites par la frustration de l'�ehange�a quatre orps et les utuations quantiques. Un s�enario pour le diagramme de phasesest propos�e �gure 4.2 ainsi qu'un rappel des fronti�eres des phases lassiques. Nous n'avonspas explor�e num�eriquement la transition de l'�etat de N�eel �a trois sous-r�eseaux vers leferromagn�etisme. Le sh�ema Fig. 4.2 est �a et �egard largement sp�eulatif, il montre unephase d�esordonn�ee (ligne J2 � J5) mais une transition du premier ordre est tout aussi
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Fig. 4.2: Proposition de diagramme de phases du mod�ele d'�ehange multiple J2�J4�J5 surle r�eseau triangulaire. Le oin droit est le mod�ele �a J4 pur, elui de gauhe le mod�ele de J5pur. En bas et en haut se trouvent les mod�eles d'Heisenberg ferro- et antiferromagn�etiques.Lettres et traits en pointill�es : phases lassiques. a : ferromagn�etique. b : �Etat de N�eel�a trois sous-r�eseaux.  : �Etat de N�eel �a quatre sous-r�eseaux. d : H�elie inommensurable,�etat �a grand nombre de sous-r�eseaux ou �etat uuud ferrimagn�etique [77℄. Traits pleins :s�enario pour les phases quantiques.possible.La question de la stabilit�e de l'ordre de N�eel �a trois sous-r�eseaux au voisinage de l'ha-miltonien d'Heisenberg J2 > 0 vis-�a-vis d'une perturbation J4 ou J5 est �egalement ouverte.Les r�esultats pr�eliminaires dont nous disposons montrent que l'�etat de N�eel est rapidementd�etruit par l'�ehange �a quatre orps. Les �gures 4.3 et 4.4 illustrent la disparition de latour d'Anderson quand on \branhe" une perturbation J4=J2 = 0:1. On onstate dansle spetre Fig. 4.4 que e sont les �etats onstituants la tour dans le spetre Fig. 4.3 quisont les plus a�et�es par la perturbation. Ils sont pouss�es �a plus haute �energie dans leontinuum d'exitations. L'�eventualit�e qu'un ouplage J4 in�nit�esimal suÆse �a supprimerl'ordre �a longue distane n'est pas exlue. Cette question est importante si on se rappelleque les interations �a quatre orps peuvent être engendr�ees par l'int�egration de degr�es delibert�e non magn�etiques dans des syst�emes a priori d�erits par un hamiltonien d'Heisenbergsur r�eseau triangulaire. Une �etude quantitative du type de elle men�ee par Leheminantet al. [81℄ doit permettre de d�eterminer le J4 ritique, en suivant l'�evolution du nombred'�etats de la tour parmi les niveaux de basse �energie en fontion de J4=J2 et de la taille dusyst�eme.
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Fig. 4.3: Spetre du mod�ele d'Heisenberg antiferromagn�etique sur le r�eseau triangulaire(N = 27). La brisure de la sym�etrie SU(2) et de l'invariane par translation due �a l'ordrede N�eel �a longue port�ee (Fig. 3.3) apparâ�t omme un ensemble d'�etats ave une �energieE(S) � S(S + 1)=N (ligne en pointill�es). Les symboles repr�esentent les nombres quan-tiques des �etats (voir x 3.1.2 et l�egende de la �gure 3.2). Les lignes vertiales indiquentles intervalles d'�energie o�u toutes les valeurs propres n'ont pas �et�e alul�ees. Cei n'a pasde ons�equene sur la partie de basse �energie de haque repr�esentation irr�edutible, o�u les�etats sont onnus exatement.
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Fig. 4.4: Spetre du mod�ele d'Heisenberg perturb�e par de l'�ehange �a quatre orps J4=J2 =0:1 (N = 27). La struture de N�eel visible Fig. 4.3 est d�etruite et la densit�e d'�etats de basse�energie est arue.



56 CHAPITRE 4. ABSENCE D'ORDRE �A LONGUE DISTANCE4.1.2 Conditions aux bords tourn�eesLa struture de tour des �etats ne peut apparâ�tre dans un spetre de taille �nie que siles onditions p�eriodiques ne frustrent pas la struture en sous-r�eseaux. Ne serait-e quepare que dans le as ontraire, les veteurs d'onde qui arat�erisent la brisure de sym�etriespatiale n'appartiennent pas �a la premi�ere zone de Brillouin de l'�ehantillon. Dans esonditions, une h�elie de grande longueur d'onde, ou une spirale inommensurable peuventêtre diÆiles �a d�eteter ave des onditions p�eriodiques. On utilise pour ela des onditionsaux bords tourn�ees. Une h�elie plane lassique de veteur q est une on�guration du type :~Si = ~ex os (i � q) + ~ey sin (i � q) (4.1)o�u ~ex et ~ey sont deux veteurs orthogonaux dans le plan de l'h�elie. On herhe un rep�ereloal dans lequel et h�elie serait un �etat ferromagn�etique. On d�e�nit :~~Si = Rz�q�i h~Sii (4.2)o�u Rz� est la rotation d'angle � autour de l'axe de quanti�ation z. Ave e hoix, l'h�elieEq. (4.1) devient ~~Si = ~ex, qui est un �etat ~q = 0 dans les variables ~~S. L'hamiltonien ded�epart, qui s'�erit ave des termes ~Si � ~Sj dans la base initiale, peut s'�erire, toujours defa�on invariante par translation, ave les spins \tourn�es" :~Si � ~Sj = Rzq��i h ~~Sii � Rzq��j h ~~Sji = ~~Si � eiq�(j�i)Sz ~~Sj (4.3)Pour un syst�eme in�ni, ette transformation est un pur hangement de base et le spetren'est pas modi��e. En revanhe, pour un syst�eme de taille �nie, le nouvel hamiltonien di��eredu premier par des termes de bords 1. Si T1 et T2 sont deux veteurs qui d�e�nissent lap�eriodiit�e de l'�ehantillon, le spetre \tourn�e" sera di��erent du spetre p�eriodique d�es que�1 = T1 �q 6= 0 mod (2�) ou bien �2 = T2 �q 6= 0 mod (2�). Cette m�ethode a �et�e utilis�ee,entre autre, pour �etudier l'ordre de N�eel �a trois sous-r�eseaux sur les �ehantillons qui n'ontpas un nombre de sites multiple de trois [20℄. De mani�ere g�en�erale, elle permet d'�etudiertoutes les h�elies planes.Pour N = 19 sites ave les param�etres J2=J4 = �2, nous balayons la zone de Brillouinpour d�eterminer la torsion q0 qui minimise l'�energie du fondamental. Le r�esultat est unveteur d'onde qui se trouve �a l'int�erieur de la zone de Brillouin, �a un point sans sym�etriepartiuli�ere. Si le syst�eme avait un ordre de N�eel �a longue port�ee (ommensurable ounon), q0 indiquerait le veteur d'onde de et ordre magn�etique et le spetre orrespondantexhiberait une tour des �etats du type E ' (Sz)2N�? . La �gure 4.5 montre que e n'est pas leas. S'il y avait une tour des �etats, les premiers �etats d'impulsion nulle dans haque seteurde Sztot (ligne en pointill�es Fig. 4.5) en feraient partie et se trouveraient plus bas que lesautres �etats exit�es de même Sztot.1On remarque que le nouvel hamiltonien n'est plus invariant sous SU(2). ~S2tot n'est plus une quantit�eonserv�ee mais Sztot reste un nombre quantique.
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Fig. 4.5: Spetre ave les onditions aux bords tourn�ees qui minimisent l'�energie du fon-damental pour N = 19 sites �a J2=J4 = �2. La ligne en pointill�es relie les premiers �etatsd'impulsion k = 0 (▲) de haque valeur de Sztot. Qu'ils ne soient pas les �etats de basse�energie signi�e qu'il n'y pas de tour des �etats. La torsion q0 est q0 = 0:27A1 � 0:20A2,o�u A1 et A2 sont deux milieux de bords de zone. Par sym�etrie, il y a douze veteurs quidonnent le même spetre que q0.



58 CHAPITRE 4. ABSENCE D'ORDRE �A LONGUE DISTANCE4.2 Corr�elations �a T=0 (J2=J4 = �2)L'analyse en termes de tour des �etats de la setion pr�e�edente indique que l'�ehange�a quatre orps est apable de d�estabiliser les ordres de N�eel lassiques dans une grander�egion du diagramme de phases. A�n de arat�eriser et �etat liquide de spins, nous nousonentrons sur un point partiulier : le mod�ele J2�J4 �a J2=J4 = �2. Le hoix de et hamil-tonien partiulier est motiv�e par un soui de simpliit�e et plusieurs raisons exp�erimentaleset th�eoriques :� J2=J4 = �2 orrespond aux rapport des param�etres Je�2 et J4 mesur�es dans la seondeouhe d'3He solide �a basse densit�e dans la phase ommensur�ee 4/7. (f. Tab. 1.2).� La similarit�e des spetres �a J4 fort et J2 . 0 laisse esp�erer que les propri�et�es de basse�energie sont similaires dans une r�egion importante de l'espae des param�etres.� Momoi et al. [94℄ montrent que et hamiltonien avait une grande d�eg�en�eresenede son fondamental au niveau lassique. Nous nous attendons �a e qu'en e pointpartiulier les propri�et�es de la phase liquide de spins li�ees aux r�esonanes quantiques(gap magn�etique en partiulier) soient exaerb�ees par ette d�eg�en�eresene.Nous ommen�ons l'analyse du fondamental du syst�eme par le alul de fontions deorr�elation dans le fondamental. Les orr�elations spin-spin on�rment l'absene d'ordrede N�eel tandis que ni les orr�elations dim�ere-dim�ere ni hiralit�e-hiralit�e n'indiquent lapr�esene d'ordre non magn�etique. Au ontraire, une hute rapide sur des distanes de 2 �a3 pas du r�eseaux sugg�ere une d�eroissane exponentielle.4.2.1 Corr�elations spin-spinPour deux spins 12 , ~Si � ~Sj varie entre �3=4 dans l'�etat singulet et 1=4 dans un �etat triplettandis que la moyenne �a haute temp�erature Tr[~Si � ~Sj℄ est nulle. Compar�ees �a es valeursextrêmes, les orr�elations spin-spin du fondamental du mod�ele d'�ehange multiple sontfaibles. Elles sont donn�ees pour des �ehantillons �a N = 16, 24 et 28 sites dans la table 4.1.La �gure 4.6 pr�esente la valeur absolue de la orr�elation en fontion de la distane jj � ij.Sur les trois �ehantillons, les distanes disponibles sont assez faibles (ji � jj � 3) et lesdonn�ees montrent d'importantes d�ependanes ave la taille du syst�eme. Le r�eseau N = 24est un tore de 6� 4 spins qui n'est pas sym�etrique par rotation de 2�=3 autour d'un site(les r�eseaux 16 et 28, eux, le sont), il met en �evidene une d�ependane de la orr�elationave l'orientation du segment j� i.�A e stade, il est diÆile de tirer une onlusion sur la d�eroissane des orr�elations.Cependant, dans un syst�eme de taille �nie ave des onditions aux bords p�eriodiques, ilfaut attendre des e�ets g�eom�etriques partiuliers pour les paires de sites (i; j) qui poss�edentdes sym�etries sp�eiales. L'e�et le plus important est l'aroissement de <~Si � ~Sj> sur les



4.2. CORR�ELATIONS �A T=0 (J2=J4 = �2) 59ji� jj N=28 N=24 N=161 -0.06941 -0.08925 -0.06356 -0.04894 -0.06614p3 -0.08014 -0.11194 -0.03425 -0.01640 -0.028872 -0.02534 -0.17823 -0.02560 +0.02051 -0.05996p7 +0.04983 +0.07543 +0.00306 -0.00454 �3 � +0.01472 �Tab. 4.1: Corr�elations <~Si �~Sj> dans le fondamental du mod�ele d'�ehange multiple J2=J4 =�2. Les trois valeurs pour N = 24 orrespondent �a trois diretions in�equivalentes. Lesvaleurs soulign�ees indiquent les paires de sites antipodales, elles sont sur-orr�el�ees.

Fig. 4.6: Valeur absolue de la orr�elation <~Si � ~Sj> �a J2=J4 = �2 en fontion de la distanejj � ij. L'axe vertial va jusqu'�a 38 , qui est la orr�elation premier voisin dans la hâ�ne deMajumdar-Gosh. Cette �ehelle est hoisie pour souligner �a quel point les orr�elations spin-spin sont faibles. Les symboles pleins indiquent les orr�elations pour lesquelles on s'attend�a des e�ets de taille moindres (voir texte).



60 CHAPITRE 4. ABSENCE D'ORDRE �A LONGUE DISTANCE�ehantillons o�u j � i et i � j sont des veteurs �equivalents. Autrement dit, on observe unrenforement syst�ematique de la orr�elation (ferro- ou antiferromagn�etique) �a une distanedonn�ee si les points sont antipodaux sur le tore (valeurs soulign�ees Tab. 4.1) 2.Quand le r�eseau n'a pas la sym�etrie de rotation R2�=3, les e�ets de taille �nie pour laorr�elation �a une distane donn�ee seront les plus faibles dans la diretion v = i� j qui n'estpas frustr�ee par la p�eriodiit�e sur le tore. Une fa�on simple d'�evaluer si le pas v est \frustr�e"est de onsid�erer la boule ferm�ee partant de l'origine : O;O+v; O+2v; � � � ; O+(n�1)v; O.On assoie la frustration au nombre d'enroulements de ette ourbe ferm�ee. Le nombreminimum est 1 : par translations suessives de v, on se retrouve au point de d�epart apr�esun seul tour. Nous faisons l'hypoth�ese que les e�ets non physiques dus �a la petite taille dusyst�eme seront moins importants dans la diretion o�u le nombre d'enroulements est le pluspetit. �Etant donn�ee une distane d, la orr�elation <~Si � ~Sj> la plus pertinente est alorsobtenue dans la diretion qui donne la boule topologiquement la plus simple 3.Si nous �eliminons ainsi les ouples de sites antipodaux et les diretions frustr�ees dur�eseau �a 24 sites, seuls les points repr�esent�es par les symboles pleins Fig. 4.6 demeurent.Le omportement ave la distane est plus monotone et la d�eroissane rapide sugg�ere unelongueur de orr�elation assez ourte, de l'ordre de 2 pas du r�eseau.L'absene manifeste d'ordre magn�etique, que e soit par l'absene de tour des �etats oude orr�elations spin-spin suÆsantes, nous am�ene �a nous interroger sur la struture loaledu fondamental. Ind�ependamment de toute onsid�eration �energ�etique, il y a deux fa�onsna��ves de onstruire une fontion d'onde singulet �a partir d'un grand nombre de spins 12 :� Combiner les spins de mani�ere ferromagn�etique en un petit nombre de sous-r�eseaux.Puis faire s'�eranter es spins marosopiques.� Combiner les spins deux par deux en singulets.La premi�ere situation est r�ealis�ee dans un �etat de N�eel et la deuxi�eme dans les pavagesde dim�eres. Prenons un r�eseau o�u haque site poss�ede z voisins. La moyenne sur les zdiretions de la orr�elation < ~Si � ~Sj > entre deux voisins vaut < ~S1 � ~S2 >= � 34z dansun pavage de dim�eres plus prohe voisin. Cei donnerait �18 sur le r�eseau triangulaire,e qui reste pr�es de deux fois plus antiferromagn�etique que les valeurs mesur�ees dans lefondamental exat (Tab. 4.1). Cette faiblesse des orr�elations antiferromagn�etiques nousenseigne que l'�erantage d'un spin met en jeu un nombre important de sites dans sonvoisinage, jusqu'�a des distane d ' 2 � � �3. Cei va être on�rm�e dans le paragraphe suivant2On devine l'origine de et e�et en adoptant une vision diagrammatique o�u le alul des orr�elations sefait en sommant une ation sur tous les hemins reliant i �a j. Si i et j sont antipodaux, alors les heminsdirets, dont on imagine que la ontribution est importante, sont au moins doubl�es.3Cette presription n'est qu'une g�en�eralisation de quelques r�egles de bon sens pour les orr�elationsantiferromagn�etiques. Par exemple, sur un tore l�m o�u l est pair et m impair, une orr�elation antiferro-magn�etique �a distane 2 sera frustr�ee dans la diretion m (deux enroulements), et devra plutôt être �evalu�eedans la diretion de l (un seul enroulement).



4.2. CORR�ELATIONS �A T=0 (J2=J4 = �2) 61o�u nous montrons que les orr�elations entre dim�eres de longueur 1 (i.e dim�eres qui ouplentdeux sites premiers voisins) sont �egalement faibles.4.2.2 Corr�elations dim�ere-dim�ereD�e�nition de la fontion de orr�elationNous ommen�ons par onstruire une fontion de orr�elation �a quatre points permet-tant de d�eteter un �eventuel ordre de dim�ere, même en l'absene de orr�elation antiferro-magn�etique marqu�ee. Nous d�e�nissons l'op�erateur dim�ere sur une paire de site (i; j) pardi;j = 1�Pi;j2 . Ce projeteur vaut 1 sur un �etat singulet et 0 sur un triplet. La orr�elationde dim�ere entre un lien de r�ef�erene (1; 2) et un ouple de sites (i; j) vaut Di;j =<	jd1;2di;jj	> � <	jd1;2j	><	jdi;jj	>. 4 Pour la normalisation, nous herhons lavaleur maximale de Di;j. Elle est atteinte sur un �etat j	> si l'existene d'un singuletsur (1; 2) est ompl�etement orr�el�ee �a elle d'un dim�ere sur (i; j), de sorte que les proje-teurs d1;2 et di;j satisfont sur j	> : d1;2di;jj	>= d1;2d1;2j	>= d1;2j	>. Ainsi, on trouve :Dmaxi;j =<	jd1;2j	> � <	jdi;jj	><	jd1;2j	>. Il est don naturel de mesurer la orr�elationpar : pi;j = Di;jDmaxi;j (4.4)= Di;j<	jd1;2j	> (1� <	jdi;jj	>)= <	jd1;2di;jj	> � <	jdi;jj	><	jd1;2j	>(1� <	jdi;jj	>) <	jd1;2j	>Ordre loal �a ��3pi;j est repr�esent�e �gures 4.8 et 4.7. Cette quantit�e peut être pens�ee omme une quasi-probabilit�e onditionnelle : z�ero signi�e que les apparitions d'un dim�ere sur (1; 2) et d'undim�ere sur (i; j) sont des �ev�enements ind�ependants. �A l'inverse, pi;j = 1 informe qu'undim�ere sur l'un des liens est toujours aompagn�e d'un dim�ere sur l'autre. La valeur mi-nimale possible est pmini;j = � <di;j>1�<di;j> , 'est la r�epulsion maximale entre dim�eres sur (1; 2)et (i; j) ompatible ave la \densit�e" de dim�ere <di;j>. Elle vaut pmini;j = �0:469 pourdes dim�eres de longueur un dans le fondamental N = 28 du mod�ele d'�ehange multiple �aJ2=J4 = �2. On observe des valeurs n�egatives sur les quatre liens qui sont �a distane 1 dulien de r�ef�erene (-0.14 et -0.127). Compar�ees �a pmini;j , es valeurs sont importantes (30%).De plus, elles roissent en valeur absolue ave la taille du syst�eme. Cei t�emoigne d'uneimportante r�epulsion �a ourte port�ee entre dim�eres et exlut la possibilit�e d'un �etat de type4Si le syst�eme est invariant par rotation de 2�=3, <	jdi;j j	> ne d�epend que de la distane jj � ij.
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Fig. 4.7: Corr�elations dim�ere-dim�ere dans le fondamental du mod�ele d'�ehange multipleJ2=J4 = �2, repr�esent�ees sur le r�eseau N = 28. Le lien de r�ef�erene est (1; 28) et lesquatre liens les plus orr�el�es sont marqu�es en traits pleins. Ils se trouvent �a distane p7=2de (1; 28) et forment un motif triangulaire. On remarque que les liens premiers voisins de(1; 28) sont fortement anti-orr�el�es (valeurs n�egatives sur (6; 10) (10; 2) (23; 27) et (18; 23)).\valene-bond rystal" ou \spin-Peierls" dans laquelle le r�eseau serait pav�e r�eguli�erementde dim�eres parall�eles. La �gure 4.7 montre au ontraire que la distribution loale desdim�eres de longueur 1 favorise les angles ��3 entre liens singulets 5. Nous avons alul�e laorr�elation pi;j pour un grand nombre d'�ehantillons : et ordre loal de type ��3 apparâ�td'autant plus marqu�e que l'�energie par site du fondamental est basse. Nous onluons qu'iln'est pas possible, même grossi�erement, de d�erire l'ordre loal par des orr�elations anti-ferromagn�etiques lassiques ni par des dim�eres parall�eles. Au ontraire, nous d�eouvronsii un ordre loal au arat�ere g�eom�etrique relativement omplexe.5Cette tendane �a un ordre loal ��3 des dim�eres apparâ�t d�ej�a dans le fondamental du syst�eme �a 6spins en triangle ave onditions aux bords libres, qui se trouve être le plus petit syst�eme o�u l'hamiltonienJ2=J4 = �2 poss�ede un fondamental singulet et un gap de spin important. Nous reviendrons au hapitre 5sur e motif partiulier et e qu'il nous apprend de la struture loale de la fontion d'onde des grandssyst�emes.
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Fig. 4.8: Corr�elations dim�ere-dim�ere dans le fondamental du mod�ele d'�ehange multipleJ2=J4 = �2, en fontion de la distane pour N = 16 et 28. pi;j est d�e�ni dans le texte(Eq. (4.5) page 61).D�eroissane des orr�elations�A partir de la seule �gure 4.8, il n'y a pas de garantie absolue sur la d�eroissane versz�ero des orr�elations entre dim�eres. Cependant, ette hypoth�ese est tr�es vraisemblable pourles raisons suivantes :� Les orr�elations sont tr�es faibles. Même �a ourte distane, la fontion d'onde doitplus être vue omme un gaz ou un liquide de dim�eres plutôt qu'un ristal.� Les orr�elations aux distanes sup�erieures ou �egales �a 2 d�eroissent signi�ativementde N = 24 �a N = 28.� Il n'est pas possible de paver le r�eseau triangulaire par des dim�eres de longueur 1qui formeraient entre voisins des angles de ��3 . Dans un tel pavage, un site sur septne partiiperait �a auun dim�ere (se reporter �a l'annexe B, o�u nous pr�esentons unhamiltonien d'�ehange multiple (Klein [73℄) pour lequel e pavage est le fondamentalexat). L'ordre loal ne peut pas être propag�e �a tout le r�eseau, il est frustr�e par lag�eom�etrie du r�eseau.



64 CHAPITRE 4. ABSENCE D'ORDRE �A LONGUE DISTANCENous soulignons que la orr�elation loale des dim�eres de longueur 1 ne peut pas donnerune image de la fontion d'onde enti�ere, même �a ourte distane. Ces orr�elations ne nousrenseignent que sur la omposante �a plus ourte port�ee d'un d�eveloppement de la fontiond'onde dans une base "RVB" de pavages de dim�eres. Comme d�ej�a �evoqu�e plus haut, laorr�elation n'est que faiblement antiferromagn�etique (<~Si � ~Sj>' �0:07 �a distane 1 pourN = 28). Une desription plus ompl�ete doit faire intervenir des dim�eres de longueur plusgrande.4.2.3 Corr�elations hirales : <Im(Pi;j;k)Im(Pi0;j0;k0)>Ordre hiral �a temp�erature �nie dans le mod�ele lassiqueKubo et Momoi [77℄ d�emontrent que le fondamental lassique du mod�ele d'�ehangemultiple J2� J4 est, pour �14 � J2=J4 � 1, un �etat de N�eel �a quatre sous-r�eseaux dont lesaimantations pointent, dans l'espae des spins, vers les sommets d'un t�etra�edre r�egulier.Momoi, Kubo et Niki e�etuent, toujours dans le as de spins lassiques, des simulationsMonte-Carlo qui r�ev�elent une transition de phase �a temp�erature �nie pour J2=J4 = 0.Comment est-e ompatible, pour un syst�eme bidimensionnel ave une sym�etrie ontinue,ave le th�eor�eme de Mermin Wagner [89℄ ? Cette transition n'est pas assoi�ee �a la dis-parition de l'aimantation des sous-r�eseaux de la struture t�etra�edre. Cette aimantation desous-r�eseau est nulle pour toute temp�erature �nie T > 0, en aord ave [89℄. Le param�etred'ordre de ette transition est la hiralit�e � = 2(~S1 � ~S3) � ~S2, mesur�ee sur les trois spinsd'une plaquette, et qui poss�ede une sym�etrie disr�ete d'Ising. Dans l'�etat t�etra�edre, � prendla même valeur sur toutes les plaquettes orient�ees dans le sens trigonom�etrique (� = +p39ou � = �p39 ). Le alul Monte-Carlo indique que la orr�elation <�(1;2;3)�(10 ;20;30)> garde del'ordre �a longue port�ee jusqu'�a une temp�erature ritique T > 0.Il n'y a pas de signature de l'ordre de N�eel t�etra�edre dans les spetres de taille �nie.Cependant, le r�esultat de Momoi et al. nous apprend que l'ordre hiral peut survivre �al'absene d'aimantation marosopique des sous-r�eseaux. Par ailleurs, un alul d'ondes despins sur le mod�ele J4 = 1 indique que les utuations quantiques a�etent moins l'ordrehiral que l'aimantation [93℄. Nous alulons don la orr�elation <�(1;2;3)�(10;20;30)> dans lefondamental quantique.Flutuations loalesLes utuations loales de � sont importantes : pour N = 28, <�2> vaut 0.5221 dansle fondamental. Cette valeur est plus grande que la valeur moyenne sur trois spins libres :Tr[�2℄=Tr[1℄ = 0:375. C'est, en fait, nettement moins que la valeur quantique maximalede �2 (= 34), ou que la valeur mesur�ee dans le mod�ele d'Heisenberg sur le r�eseau kagome(<�2>' 0:7) [140℄. La valeur de <�2> ne doit pas être interpr�et�ee omme un argument en



4.2. CORR�ELATIONS �A T=0 (J2=J4 = �2) 65j(123)� (102030)j J2 = �2 J4 = 1 J2 = 0 J4 = 10 +0.4791 +0.52211 -0.0285 �0:0306p213 = 1:527 +0.0280 +0.03562 -0.0078 -0.0132p7 = 2:646 +0.0018 +0.0009,-0.0066Tab. 4.2: Corr�elation hirale pour J2=J4 = 0 et J2=J4 = �2 dans le fondamental de r�eseau�a N = 28 sites. (1; 2; 3) et (102030) d�esignent deux plaquettes triangulaires orient�ees dansle même sens. Pour les ouplages J2=J4 = 0, la orr�elation �a distane p7 est alul�ee dansdeux diretions in�equivalentes. Le ouplage ferromagn�etique r�eduit la hiralit�e. C'est uneons�equene de l'�equation (4.5). Puisque le ouplage J2 < 0 augmente <~Si � ~Sj>, la hiralit�es'en trouve r�eduite (au moins loalement).faveur d'une brisure de la sym�etrie par renversement du temps, puisque <�2> ne ontientpas plus d'information que la orr�elation au premier voisin :<�2>= 32 �14� <~Si � ~Sj>� (4.5)
Ordre hiral quantiqueNous onsid�erons la orr�elation < � �0 > en fontion de la distane entre les deuxtriangles. Le r�esultat fait apparâ�tre une d�eroissane importante (Fig. 4.9 et Tab. 4.2).Plus surprenant sont les nombreux points o�u la orr�elation <� �0> est n�egative. Cet e�etest inattendu du point de vue lassique, o�u � est la variable d'un mod�ele e�etif de typeIsing ferromagn�etique. Pour es raisons, l'existene d'ordre hiral �a longue port�ee analogue�a elui trouv�e dans le mod�ele de spins lassiques semble improbable, même �a temp�eraturenulle. Dans le as du hamiltonien J2=J4 = �2, nous donnons plus loin (x 6.1.4) un argument(existene de spinons on�n�es) qui plaide �egalement ontre le s�enario hiral.Une telle brisure spontan�ee de l'invariane par renversement du temps (ou de la sym�etriepar rapport �a un axe du r�eseau) exige �a la limite thermodynamique une d�eg�en�eresene deuxdu fondamental. Il faut noter que ei est observ�e sur le syst�eme N = 28 �a J4 = 1, dont lefondamental est exatement double (repr�esentation irr�edutible de dimension deux). �Etantdonn�e le peu de r�egularit�e dans les sym�etries du fondamental et des premi�eres exitationssingulets, nous pensons que ette d�eg�en�eresene est aidentelle. L'�etude des exitations�el�ementaires pour l'hamiltonien J4 pur pourrait �elairer e point.
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Fig. 4.9: Corr�elation hirale �a J4 = 1. La hiralit�e peut s'exprimer ave des op�erateurs depermutation : Im(Pi;j;k) = 12i(Pi;j;k � Pk;j;i) = 2(~Si � ~Sk) � ~Sj = �. La valeur dans l'�etatt�etra�edre lassique est <Im[P ℄Im[P 0℄>= 127 ' 0:037 pour tout ouple de triangles P etP 0 ompt�es dans le même sens. Si les deux triangles ont un ou deux sites en ommun,< Im[P ℄Im[P 0℄> peut avoir une (petite) partie imaginaire. Dans es as, seule la partier�eelle est indiqu�ee. Remarque : tous les ouples de triangles sont repr�esent�es.



4.3. GAP DE SPIN 674.3 Gap de spinDans les syst�emes de spins quantiques, la d�eroissane des fontions de orr�elationsspin-spin est reli�ee �a la nature du spetre de basse �energie :- les syst�emes ordonn�es ont un gap magn�etique qui tend vers z�ero en 1=N .- Les syst�emes ritiques en deux dimensions ont, g�en�eriquement, un gap qui tend versz�ero en 1=pN .- Ceux o�u les orr�elations d�eroissent exponentiellement ave la distane sont \in-ompressibles", ils ont un gap �ni �a la limite thermodynamique (Phase de Hal-dane [53{56℄ des hâ�nes de spins entiers. Mais aussi les phases dim�eris�ees en une oudeux dimensions).La question du oût �energ�etique minimal d'une exitation magn�etique est don de premi�ereimportane pour arat�eriser un liquide de spins. Nous montrons dans ette setion quetoutes les donn�ees num�eriques sugg�erent un gap �ni �a la limite thermodynamique au pointJ2=J4 = �2 et qu'il en est probablement de même dans un grand domaine de l'espae desparam�etres.4.3.1 E�ets de taille �nie sur l'�energie du fondamentalPour les petits syst�emes, la valeur du gap de spin et de l'�energie du fondamental sontsensibles �a la taille et la forme du r�eseau. Pour ette raison, une extrapolation �a N = 1de la valeur du gap de spin n'est pas imm�ediate et demande une analyse pr�eise. Leomportement apparemment irr�egulier du gap de spin (Fig. 4.10) re�ete les orr�elations�a ourte distane dans la fontion d'onde. Cei est en aord ave l'analyse de la setionpr�e�edente. En e�et, la longueur arat�eristique � est de quelques pas du r�eseau et lesspetres de petits syst�emes restent sensibles aux onditions aux bords. Cet e�et peut êtreutilis�e pour sonder la struture loale de la fontion d'onde et pour identi�er des r�esonanesde petites longueurs d'onde qui abaissent son �energie.Il faut distinguer deux familles de syst�emes suivant la parit�e du nombre de sites. Lessyst�emes o�u N est pair ont un gap plus grand et un fondamental plus bas que eux o�uN est impair. Au sein de haque famille, le omportement ave la taille est plus ou moinsmonotone : les r�eseaux pairs (resp. impairs) ont une �energie par site qui rô�t (resp. d�erô�t)et un gap qui d�erô�t (resp. rô�t) ave N . On remarque �egalement que les r�eseaux o�u lenombre de sites est un multiple de 6 ont une �energie plus basse. Cei peut être rapproh�edes orr�elations �a ��=3 entre dim�eres trouv�ees plus haut, puisque le motif minimal quir�ealise et ordre loal est un triangle �a six spins.D'une mani�ere g�en�erale, les g�eom�etries qui permettent les fondamentaux les plus stablessont les r�eseaux qui poss�edent les impulsions k = A, B et 12B dans leurs premi�eres zones



68 CHAPITRE 4. ABSENCE D'ORDRE �A LONGUE DISTANCEde Brillouin. Une illustration de ette sensibilit�e �a la forme est donn�ee par les deux r�eseaux�a 24 sites (Fig. 4.12). Le plus stable est un retangle de 6 � 4 sites qui poss�ede les troisveteurs d'onde mentionn�es et son �energie est E=N = �4:03. On peut le omparer ausyst�eme �a 24 sites le plus ompat qui est un parall�elogramme (syst�eme 24' Fig. 4.12, etarr�e blan Fig. 4.10). Ce dernier est beauoup plus frustr�e : E=N = �3:88. Le mêmeph�enom�ene est observ�e ave les tailles 12 et 20. Le rôle jou�e par les impulsions k = A, Bet 12B semble être une r�eminisene du fateur de struture statique obtenu par la th�eoriedes bosons de Shwinger au hapitre 2. Ii, bien que l'ordre de N�eel �a longue port�ee soitperdu, nous trouvons que les utuations autour des veteurs d'onde qui le arat�erisaientabaissent l'�energie de fa�on importante.Les deux familles, paire et impaire, se rejoignent pour N sup�erieur ou �egal �a N0 ' 30,aussi bien du point de vue de l'�energie E=N que du gap de spin (Fig. 4.11). Il s'agit d'unomportement di��erent de elui d'un syst�eme ave de l'ordre de N�eel o�u les orretionsdominantes �a l'�energie seraient en N�3=2 tandis que le gap de spin s'annulerait en N�1.Les pr�e-fateurs d�ependraient de la famille onsid�er�ee, mais toutes les familles ne se rejoin-draient qu'�a N =1 dans la repr�esentation graphique de E=N (resp. �) en fontion N�3=2(resp. N�1).Nous interpr�etons les e�ets de taille Figs. 4.10,4.11 du mod�ele d'�ehange multiple ommel'existene d'une zone de transition (\rossover"). Dans la r�egion des r�eseaux petits ouomparables devant la longueur de orr�elation (N . �2), les spins apparaissent ordonn�eset ave une raideur �nie. Le syst�eme est alors sensible �a la g�eom�etrie du r�eseau et ob�eit �aune loi de type 1NEN ' e0+N�3=2+ � � � , o�u  peut d�ependre de la g�eom�etrie. Au del�a de lataille arat�eristique N0 ' �2, le syst�eme devient plus grand que la longueur de orr�elation,la raideur tend vers z�ero et les orretions de taille �nie d�eroissent exponentiellement vite.Dans e point de vue, les �gures 4.10,4.11 indiquent que le syst�eme N = 36 (retangle6 � 6) se trouve quasiment �a la limite thermodynamique. Ce syst�eme poss�ede en outretoutes les sym�etries du r�eseau in�ni et les veteurs d'ondes k = A, B et 12B, e qui en faitun spetre partiuli�erement utile sur lequel nous reviendrons plus loin (x 6.1).4.3.2 Gap de spinLa orr�elation entre l'�energie du fondamental et le gap vers la premi�ere exitation despin S = 1 (ou S = 32 pour les �ehantillons impairs) est en fait assez pr�eise. La �gure 4.12montre que e sont les syst�emes les plus stables (i.e E=N minimum) qui ont les gaps les plusgrands. Les di��erents spetres sont �a peu pr�es group�es le long d'une ourbe unique quand legap de spin est tra�e en fontion de l'�energie du fondamental, et e des plus petits aux plusgrands syst�emes. Cei sugg�ere que la position sur ette ourbe est le param�etre qui mesurela frustration du syst�eme. Les syst�emes qui se trouvent en bas �a droite sont les plus frustr�es,des ontraintes g�eom�etriques empêhent la fontion d'onde de d�evelopper les strutures qui



4.3. GAP DE SPIN 69abaisseraient son �energie. �A l'oppos�e, eux en haut �a gauhe b�en�e�ient de onditions auxlimites qui autorisent des r�esonanes partiuli�eres pour abaisser le fondamental en dessousde son �energie thermodynamique.Cette repr�esentation de E=N en fontion de � aide �a �evaluer le gap de spin du syst�emein�ni. Les donn�ees de l'�energie par site sont plus r�eguli�eres que elles du gap de spin et onextrait 6 des donn�ees Fig. 4.12 une �energie thermodynamique E=N ' �3:95�0:05. �A partirde l�a, on trae les deux lignes vertiales orrespondantes dans le diagramme Fig. 4.12, puison les interepte ave le nuage des points N � 36. Même en surestimant la dispersion despoints autour de la ourbe de frustration, on arrive �a un gap �ni � = 1:3� 0:5.Remarque sur le spetre N = 36Nous devons signaler que, pour des probl�emes num�eriques li�es �a la taille importante dusyst�eme N = 36, seuls les �energies des seteurs d'impulsion k = 0, B et Ai sont alul�es.S'il n'y a auun doute sur le fait que le fondamental appartienne au seteur k = 0, ilest possible que le premier triplet, lui, ne soit pas dans les seteurs alul�es. La valeur dugap indiqu�ee, même si elle ne peut pas être tr�es �eloign�ee de sa valeur r�eelle, n'est donmath�ematiquement qu'une borne sup�erieure.

6Il serait tr�es surprenant que la famille des N impairs aqui�ere une �energie plus basse que elle dessyst�emes pairs au del�a de N = 30, par ons�equent, l'�energie n'a quasiment plus de marge pour �evoluer audel�a de N = 30.
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Fig. 4.10: �Energie par site et gap de spin pour J2 = �2 et J4 = 1 en fontion de 1=N .N pairs (■) et impairs (✕). Pour la plupart des tailles N � 24, plusieurs formes ont �et�e�etudi�ees. Ces donn�ees sont elles des g�eom�etries qui donnent le fondamental le plus stable.Exeption pour N = 12, 20 et 24 o�u la forme stable est ompar�ee �a une forme frustrante(�).
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Fig. 4.11: Gap de spin et �energie par site pour J2 = �2 et J4 = 1 en fontion de N�1 etN�3=2. Seuls les �ehantillons les plus stables pour N � 20 sont repr�esent�es. Le hoix dees �ehelles orrespond aux orretions de taille �nie d'un syst�eme qui aurait de l'ordre deN�eel �a longue port�ee. Si l'�energie des premi�eres tailles (N � 28) suit approximativementune loi d'�ehelle en N�3=2, on observe un hangement de omportement pour N � 30. Audel�a de ette taille les orretions de taille �nie d�eroissent plus rapidement (pour l'�energieomme pour le gap), vraisemblablement de mani�ere exponentielle. Nous interpr�etons esdonn�ees omme l'existene d'une longueur de orr�elation �nie dans le syst�eme, de l'ordrede deux pas du r�eseau.
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Fig. 4.12: Gap de spin en fontion de l'�energie du fondamental �a J2 = �2; J4 = 1. Mêmesdonn�ees que Fig. 4.10. Les deux lignes vertiales d�elimitent l'intervalle E=N = �3:95�0:05qui estime la valeur de l'�energie par site �a la limite thermodynamique. Les deux ligneshorizontales orrespondent �a l'estimation du gap de spin.



73
Chapitre 5Struture loale de la fontion d'ondeDans un syst�eme non frustr�e, les questions importantes onernent prinipalement lesgrandes longueurs d'onde (ordre �a longue port�ee et brisure de la sym�etrie SU(2), vitessedes ondes de spins par exemple). �A ourte distane les orr�elations sont simplement anti-ferromagn�etiques. Dans la phase liquide de spins du mod�ele d'�ehange multiple, la naturede l'ordre �a ourte port�ee est d�ej�a un probl�eme non trivial. Puisqu'il existe une �ehelled'�energie �nie, mesur�ee par le gap de spin ou l'inverse de la longueur de orr�elation, il estnaturel d'essayer de d�erire le fondamental en termes d'objets loaux omme des dim�eresou des plaquettes. Ce hapitre pr�esente trois approhes de la fontion d'onde, de om-plexit�e roissante. Dans un premier temps nous faisons une hypoth�ese de liaison forte o�ule fondamental est un produit de fontions d'onde singulets de plaquettes �a six spins. Dansun deuxi�eme temps, une interpr�etation des orr�elations en termes de moment loal nousam�ene �a un point de vue ompl�ementaire �a base de plaquette S = 1 de quatre spins. En�n,nous pr�esentons un �etat variationnel inspir�e du travail d'Afflek, Kennedy, Lieb etTasaki [4℄.
5.1 Liaisons fortesSi le fondamental ne poss�ede e�etivement auune sorte de orr�elations en de��a dequelques pas du r�eseau, il est possible de l'approximer par un produit tensoriel de fontionsd'ondes de petits syst�emes dont la r�eunion est un pavage du r�eseau triangulaire. Pourd�eterminer la taille et la forme minimale suseptible de reproduire qualitativement l'ordreloal du grand syst�eme, nous ommen�ons par herher quel est le plus petit syst�eme dontle spetre alul�e ave des onditions aux bords libres ressemble �a elui alul�e sur lesgrandes tailles : un fondamental S = 0 et un gap de spin de l'ordre de l'unit�e.



74 CHAPITRE 5. STRUCTURE LOCALE DE LA FONCTION D'ONDE5.1.1 Spetres de tr�es petits syst�emesIl faut au moins quatre spins sur un losange pour �erire l'hamiltonien J2 � J4. Ils sontnum�erot�es de la fa�on suivante : �� TT ��u2 u3u1 u4Et on onsid�ere l'hamiltonien :H = J4 (P1;2;3;4 + P4;3;2;1) + J2 (P1;2 + P2;3 + P3;4 + P4;1) + J 02P2;4 (5.1)Le syst�eme poss�ede six �energies propres : deux singulets S = 0, trois triplets S = 1et le seteur ferromagn�etique S = 2. Les fontions d'onde et leurs �energies sont donn�eesTable 5.1. Le syst�eme est ferromagn�etique �a J4 = 1 et J2 = J 02 = �2 (Fig. 5.3). Ceiprovient du fait que le r�eseau triangulaire in�ni ontient autant de liens que de losangestandis que le losange unique ontient inq fois plus de liens (ave ouplage ferromagn�etique).Cei impose de onsid�erer des syst�emes plus grands omme points de d�epart d'un alulde type liaison forte, de sorte que l'�equilibre entre ouplages J2 et J4 soit mieux respet�e.C'est le triangle �a six spins qui est le premier syst�eme ave un fondamental S = 0et un gap d'ordre 1 pour toutes les exitations (Fig. 5.1). Les autres amas onsid�er�essont ferromagn�etiques (N = 4 ; Fig. 5.3), ferrimagn�etiques (N = 8 ; Fig. 5.4 droite) ouposs�edent un gap de spin faible (N = 6 ; Fig. 5.2). De même qu'il faut au moins troisspins pour repr�esenter la struture loale d'un �etat de N�eel ave trois sous-r�eseaux �a 120degr�es, le triangle �a six spins est le motif minimal o�u les orr�elations du mod�ele J2=J4 = �2peuvent se d�evelopper. Cei doit d'ailleurs être rapproh�e de la g�eom�etrie des orr�elationsdim�ere-dim�ere disut�ee plus haut (x 4.2.2) et de la grande statibilit�e du fondamental quandN est multiple de six (x 4.3.1), donn�ees qui orroborent la pertinene de e motif.5.1.2 Triangles �a six spins S = 0Si la fontion d'onde du fondamental peut être pens�ee en termes d'une \brique de base",le triangle �a six spins est le premier andidat naturel. Nous alulons l'�energie variationnelled'un pavage r�egulier de es triangles. La fontion d'onde j > onsid�er�ee est le produittensoriel de fontions d'ondes de triangles libres. Cet �etat est un singulet mais n'est pasun �etat propre de l'hamiltonien, �a ause des termes qui ouplent deux, trois ou quatretriangles adjaents. L'�energie variationnelle < jHj > est donn�ee Fig. 5.6 pour le mod�eleJ2 � J4. Pour onstruire j >, haque triangle est pla�e dans le fondamental qu'il auraits'il �etait isol�e. La disontinuit�e �a J2=J4 = �2:33 orrespond au ouplage o�u le triangle desix spins ave onditions aux bords libres devient ferromagn�etique (voir Fig. 5.5). Ce sautsigni�e que le pavage de triangles ferromagn�etiques n'est pas l'�etat de plus basse �energie au



5.1. LIAISONS FORTES 75S j	> E E(J4 = 1,J2 = J 02 = �2)0 u uu u����TT �2J4 + 2J2 � J 02 -40 1p3 24 u uu u�� �� + u uu u 35 +2J4 � 2J2 + J 02 41 1p2 24 u uu u�� + u uu u�� 35 �2J4 + J 02 -41 u uu u���� 2J2 + J 02 -61 u uu uTT 2J2 � J 02 -22 u uu u 2J4 + 4J2 + J 02 -8Tab. 5.1: Spetre d'un losange �a 4 sites. Les traits repr�esentent des dim�eres1p2 (j "#> �j #">) et les sites isol�es sont \haut" j ">. Pour les �etats S = 1 et S = 2on obtient les fontions d'ondes de Sz inf�erieurs par appliation de S�. La olonne dedroite donne les �energies pour J4 = 1 et J2 = J 02 = �2, omme Fig. 5.3.
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Fig. 5.1: Spetre du triangle �a 6 spins J2=J4 = �2. C'est l'�ehantillon qui, ave desonditions aux bords libres, poss�ede le plus grand gap (� = 1:3416).



76 CHAPITRE 5. STRUCTURE LOCALE DE LA FONCTION D'ONDE
N=6    J =–2 J =12 4

–12

–8

–4

0

4

E

0 1 2 3SFig. 5.2: Spetre d'une bande de 2�3 = 6 spins �a J2 = �2; J4 = 1. Le gap vaut � = 0:2666.
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Fig. 5.3: Losange �a 4 spins. Le fondamental est de spin 2 et la premi�ere exitation est despin 1. Les fontions d'onde sont donn�ees Table 5.1.
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SFig. 5.4: Premiers �etats du spetre J2 = �2; J4 = 1 pour 8 spins. �A gauhe, les spins sonten �etoile (gap � = 0:4740), �a droite, ils forment une bande de 2�4 = 8. Le seond syst�emeest ferrimagn�etique.voisinage de J2=J4 ' �2:33. Le pavage de triangles S = 0 reste �energ�etiquement favorablealors qu'un triangle isol�e est d�ej�a ferromagn�etique quand on diminue J2. Cei est en aordave le diagramme de phases obtenu par diagonalisation de grands syst�emes, qui indiqueune transition vers le ferromagn�etisme au voisinage de J2=J4 ' �4:4.Il est possible de r�eer une exitation loalis�ee j x> en x �a partir de l'�etat j > en pla�antle triangle x du pavage dans le premier �etat exit�e du spetre d'un triangle isol�e. PourJ2 > �2:33, j x> est un �etat triplet puisque la premi�ere exitation du triangle libre est un�etat de spin S = 1 (erles Fig. 5.5). La di��erene d'�energie � =< xjHj x> � < jHj >est donn�ee Fig. 5.7. Le fait que � soit positif est n�eessaire �a la oh�erene du alul : l'�etatvariationnel pavage de triangles doit être stable vis-�a-vis de l'exitation d'un triangle (equi est le as pour J2=J4 > �2:33). Au voisinage de J2=J4 = �2, nous v�eri�ons �egalementla stabilit�e de j > vis-�a-vis d'une onde plane j q>=Px eiq�xj x>. Ce dernier alul donneune relation de dispersion pour les exitations triplets et une valeur non nulle du gap �a sonminimum de l'ordre de 0:5 pour J4 = 1 et J2 = �2. Pour les raisons qui vont suivre, ealul du gap doit être vu davantage omme un test de oh�erene qu'une r�eelle pr�editionde sa valeur.Il est important de omparer l'�energie < jHj > aux r�esultats de diagonalisationsexates port�es sur la même �gure 5.6. Il apparâ�t que e r�esultat de liaison forte (E=N =�2:783 pour J2 = �2; J4 = 1) ne permet pas d'atteindre des �energies meilleures queles solutions ordonn�ees lassiques ou que elles trouv�ees par la m�ethode des bosons deShwinger. �A J2 = �2; J4 = 1 par exemple, les di��erentes approximations mentionn�eesdonnent E=N ' �3, tandis que l'extrapolation �a N = 1 �a partir des diagonalisationsdonne E=N ' �4 (Fig. 4.10 page 70). Les interations sont, par onstrution, optimis�ees
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J /J    2   4Fig. 5.5: Spetre du mod�ele J2�J4 sur un triangle �a 6 spins, en fontion de J2=J4. Points :S = 0, Cerles : S = 1, Carr�es : S = 2, Croix : S = 3. Le syst�eme est ferromagn�etiquepour J2 � �7=3.

�a l'int�erieur d'un triangle mais les termes de l'hamiltonien qui ouplent plusieurs trianglesdu pavage augmentent beauoup l'�energie moyenne.Cette assez mauvaise performane souligne qu'en d�epit d'une faible longueur de orr�e-lation, il est diÆile de rendre ompte quantitativement de l'�energie du fondamental dans leadre d'une approximation de liaison forte sans invoquer d'importantes r�esonanes quan-tiques entre di��erents pavages possibles pour abaisser notablement l'�energie. L'id�ee estdue �a Anderson [8, 43℄ : le fondamental quantiquement d�esordonn�e d'un syst�eme despins pourrait être pens�e omme une ombinaison lin�eaire d'�etats pavages de dim�eres oude \valene-bond states". Cette vision d'une r�esonane quantique entre un grand nombred'�etats d�eg�en�er�es qui stabilise un �etat unique et homog�ene (sans brisure de sym�etrie) four-nit un adre �el�egant �a l'existene de orr�elations �a ourte port�ee et �a la restauration dessym�etries du r�eseau. Ce onept de \Resonating Valene-Bond" (RVB) a initi�e de nom-breuses r�eexions sur les liquides de spins [82, 115, 132, 134℄ et leurs liens possibles aveles supraonduteurs �a haute temp�erature ritique [9, 12℄. Toutefois, les mod�eles expliiteso�u le fondamental est un �etat RVB unique font d�efaut. Que la phase liquide de spins dumod�ele d'�ehange multiple puisse être une r�ealisation de l'id�ee originale d'Anderson estla ligne diretrie d'une grande partie de la suite de ette pr�esentation.



5.1. LIAISONS FORTES 79
–4

–2

E/N/J  4

–3 –2 –1 0 1
J /J    2   4

S=0

S=0

S=0

S=0

S=0
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J /J    2   4Fig. 5.7: Coût �energ�etique de l'exitation d'un triangle du pavage. Pour J2=J4 > �7=3 lepavage est stable dans le sens o�u plaer un losange dans un �etat exit�e augmente l'�energietotale. Pour J2=J4 < �7=3, un triangle isol�e est ferromagn�etique mais le syst�eme N =1ne l'est pas, puisque l'exitation d'un triangle (dans un �etat S = 0 par exemple) abaissel'�energie.



80 CHAPITRE 5. STRUCTURE LOCALE DE LA FONCTION D'ONDE5.2 Moment magn�etique loalL'approhe pr�e�edente �etait inspir�ee des faibles orr�elations spin-spin et dim�ere-dim�ere.Elle nous a onduit �a assimiler le fondamental �a une juxtaposition de petits syst�emesd�e-orr�el�es, et don de spin nul pour que l'�etat global soit un singulet. Cei nous aonduit �a envisager le triangle �a six spins Fig. 5.1 omme une ellule �el�ementaire plau-sible. Nous proposons ii un point de vu di��erent. Tout d'abord, nous montrons que lesdonn�ees de orr�elations spin-spin pr�esent�ees au x 4.2 t�emoignent de l'existene de momentsmagn�etiques loaux importants dûs au ouplage premier voisin J2 ferromagn�etique.Pour un motif C �a n spins on d�e�nit le spin moyen SC par < �Pi2C ~Si�2 >= SC(SC+1).On peut alors omparer la valeur de SC mesur�ee dans le fondamental du syst�eme ('est unefontion des orr�elations < ~Si � ~Sj > pour i; j 2 C) ave elle d'un ensemble de n spins libresparmi N, es N spins �etant dans un �etat de spin S = 0 1. Le rapport SCSlibresC indique dansquelle mesure les spins du motif C s'�erantent grâe �a leurs interations. Une valeur de 11Voii omment aluler la valeur moyenne du arr�e du spin pour des spins libres, quand on les ontraint�a appartenir �a un �etat de spin total donn�e. Si on �xe Sz = m, les nombres de spins haut et bas valentn# = N=2� Sz et n# = N=2+ Sz. Une on�guration de spins n'est diagonale pour Pij que si les spins i etj sont dans le même �etat, d'o�u : Tr[Pij ℄jSz=m = Cn#N�2 + Cn#�2N�2On en d�eduit la trae de Pij quand Sz et ~S2 sont �x�es :Tr[Pij ℄jSz=S;~S2=S(S+1) = Tr[Pij ℄jSz=S � Tr[Pij ℄jSz=S+1La valeur moyenne de Pij sur toutes les on�gurations de spin total ~S2 = S(S + 1) est don :< Pij >jS= CN=2�SN�2 + CN=2�S�2N�2 � CN=2�S�1N�2 � CN=2�S�3N�2CN=2+SN � CN=2+S+1Nqui se simpli�e en : < Pij >jS= 4S(S + 1) +N(N � 4)2N(N � 1)En�n, puisque < ~Si � ~Sj >= 12 (Pij � 12 ), on obtient :<  nXi=1 ~Si!2 >jS= 34n+ 12n(n� 1) �4S(S + 1) +N(N � 4)2N(N � 1) � 12�Dans le as o�u on s'int�eresse aux �etats de spin S = 0 on aboutit �a :<  nXi=1 ~Si!2 >jS=0= 34 n(N � n)N � 1



5.2. MOMENT MAGN�ETIQUE LOCAL 81
S  /[S  libres]

27 Spins J =1 (Neel 3 sous-reseaux)’ ’

24 Spins J =–2 J =1 2          4

2

C        C

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13nFig. 5.8: Comparaison de la fontion d'�erantage du fondamental d'un syst�eme ordonn�e �atrois sous-r�eseaux (hamiltonien d'Heisenberg) ave elle du fondamental d'un hamiltoniend'�ehange multiple. La remont�ee �a partir de n = 12 est due �a la sym�etrie de la ourbe parrapport �a N=2 : dans un �etat S = 0, un amas de n sites et sont ompl�ementaire �a N = nsites ont le même spin moyen SC(n) = SC(N � n).
signi�e auun �erantage tandis que 0 indique qu'on se trouve dans un �etat propre de SC = 0(e qui n'arrive que lorsqu'on prend pour C le syst�eme tout entier et don que n = N).La �gure 5.8 ompare les r�esultats obtenus ave l'hamiltonien d'Heisenberg (ordre de N�eel�a trois sous-r�eseaux) et eux obtenus ave un hamiltonien d'�ehange multiple. La stru-ture �a trois sous-r�eseaux du syst�eme ordonn�e apparâ�t lairement : les motifs ontenantun même nombre de spins dans haque sous-r�eseau sont les mieux �erant�es : n = 3; 6; 9 et12. Les orr�elations dans le fondamental de l'hamiltonien d'�ehange multiple n'indiquentpas une telle rigidit�e : la fontion d'�erantage d�erô�t de mani�ere plus r�eguli�ere et pluslente. Sur un amas de moins de six spins, la fontion d'onde liquide de spins poss�ede unmoment magn�etique plus important que la fontion d'onde antiferromagn�etique. Cei estune ons�equene direte de la port�ee des interations (le terme d'�ehange �a quatre orpsouple des spins jusqu'�a distane p3) mais surtout de la frustration r�e�ee par le ouplageferromagn�etique J2 < 0 qui favorise les utuations de l'aimantation loale. Toute desrip-tion de la fontion d'onde devra inorporer et ingr�edient : le fondamental est globalementun �etat singulet mais 'est le r�esultat de l'�erantage de moments loaux mettant en �uvreplusieurs spins.



82 CHAPITRE 5. STRUCTURE LOCALE DE LA FONCTION D'ONDE5.3 Losanges S = 1L'analyse qui pr�e�ede sugg�ere un nouveau point de vue sur la struture loale de lafontion d'onde. Faisons maintenant l'hypoth�ese suivante : sous l'ation onjointe de l'in-teration ferromagn�etique J2 < 0 et de J4, les degr�es de libert�e e�etifs �a l'�ehelle de unou deux pas du r�eseau sont des ensembles oh�erents de plusieurs spins qui ont un momentnon nul. Apr�es avoir int�egr�e les degr�es de libert�e li�es aux plus ourtes distanes, nous sup-posons avoir des spins e�etifs d�e�nis sur plusieurs sites dont l'orientation utue maisdont le moment est �a peu pr�es �xe. Puisque l'�etat fondamental exat est de spin nul, ilreste n�eessairement des interations antiferromagn�etiques importantes entre es moments,interations qui les organisent �a tr�es basse �energie (ou bien, de mani�ere �equivalente, �a plusgrande distane) en un singulet global. Autrement dit, nous essayons de d�erire la fontiond'onde en termes d'objets plus grands qu'un spin 12 �el�ementaire mais plus petit que les tri-angles de six spins d�erits plus haut. Le hoix le plus simple est de onsid�erer des losangesde quatre spins dans un �etat triplet S = 1. L'�etat triplet de plus basse �energie pour unlosange isol�e en pr�esene d'�ehange �a quatre orps et de J2 < 0 est form�e d'un singulet surla grande diagonale et d'un triplet sur la petite (voir spetre Tab. 5.1), il onstitue donle andidat le plus naturel : u uu u����4 21 3 = jS = 1; Sz > (5.2)Un tel s�enario reste sp�eulatif s'il n'est pas onfront�e aux donn�ees num�eriques sur lafontion d'onde exate. Pour un syst�eme de 16 sites, nous alulons pour haque �etat propresa projetion dans le sous-espae H engendr�e par les produits tensoriels d'�etats de losangesde spin 1. Une famille g�en�eratrie de et espae est onstitu�ee des fontions d'ondesj	>= Oi=1;��� ;N4 jS = 1; mi 2 f�1; 0; 1g> (5.3)o�u jS = 1; mi> est la omposante Sz = mi du triplet sur le losange i du r�eseau. Pour�erire j	>, un pavage partiulier du r�eseau par des losanges a �et�e hoisi (il existe 12 pavagesr�eguliers du r�eseau triangulaire ave des losanges). Pour haque pavage on peut �erire 3N=4fontions d'onde. Mais l'espae H que nous onsid�erons est engendr�e par tous les �etats(Eq. (5.3)) que l'on peut d�e�nir sur tous les pavages, il est don de dimension sup�erieure�a 3N=4 (et inf�erieure �a 12 � 3N=4). Nous soulignons que H ne d�epend pas d'un pavagepartiulier du r�eseau mais qu'il permet au ontraire des r�esonanes entre plusieurs pavagesde losanges de spin 1. C'est en e sens qu'il est de type RVB. Les sous-espaes assoi�es aux
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S=1

Fig. 5.9: �Etat pavage de losanges de spin 1di��erents pavages ne sont pas orthogonaux et par ons�equent, e�etuer num�eriquementune projetion sur H n'est pas imm�ediat 2.Le arr�e de la norme du veteur projet�e est donn�e en absisse Fig. 5.10 pour l'hamilto-nien J2=J4 = �2, J5=J4 = 0:2, J6=J4 = 0:08. Le spetre est repr�esent�e en fontion du spintotal dans la partie droite de la �gure. Par onstrution, l'espae �etudi�e ne ontient quedes �etats de spin total S � N=4 et la projetion d'un �etat de spin plus grand donne z�ero.Nous onstatons une orr�elation entre l'�energie et la projetion : les �etats de basse �energieont les plus grandes projetions. Le arr�e de la norme de la projetion du fondamentalvaut 0.429. �A quoi devons nous omparer es valeurs ? Il y a quatre losanges sur le r�eseauxN = 16 et les r�egles de omposition des moments in�etiques donnent trois seteurs de spin0 quand on ouple quatre spins 1. La dimension de HTfS = 0g est don de dimension� 3 � 4 = 12. De l'autre ôt�e, le seteur S = 0 des 16 spins est de dimension 1430. Laprojetion est don en moyenne de l'ordre du pour ent sur un �etat S = 0 al�eatoire, equi est tr�es inf�erieur aux valeurs trouv�ees pour les �etats de basse �energie. On trouve desvaleurs de projetions beauoup plus faibles sur les �etats du bas du spetre si on hoisitpour haque losange un des deux autres seteurs triplet (elui d'�energie -4 ou -2 dans lespetre Tab. 5.1). Cei signi�e que le sous-espae H ontient e�etivement une partie desdegr�es de libert�e de basse �energie.L'information ainsi reueillie sur l'�etat fondamental n'est pas valide �a grande distane,dans le sens o�u son reouvrement ave l'espae H tend probablement vers z�ero �a la limitethermodynamique. Par ailleurs, il existe probablement d'autres espaes d�e�nis de mani�ereanalogue et ave lesquels les �etats de basse �energie ont un reouvrement important. Maiselui-i a le m�erite d'apporter un �elairage simple sur deux aspets importants du mod�ele2Notons par a un pavage partiulier du r�eseau. Soit Ha l'espae des �etats losange de type Eq. (5.3)assoi�es au pavage a. Alors H est l'espae engendr�e par la r�eunion de tous les Ha. Nous alulons laprojetion P sur H �a l'aide des projeteurs Pa sur les Ha par : 1� P = limn!1 (Qa(1� Pa))n.
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Fig. 5.10: Projetion des �etats de basse �energie d'un syst�eme �a 16 sites dans un sous-espaeengendr�e par des losanges de spin 1.qui seront disut�es plus loin. Tout d'abord les losanges de spin 1 fournissent une imageau plateau d'aimantation �a M=Msat = 12 disut�e au hapitre 7 (page 118). Ensuite, auhapitre 8 traitant de la thermodynamique, l'espae H nous donnera une expliation qua-litative �a l'anomalie de basse temp�erature dans la haleur sp�ei�que (page 130).5.4 �Etat \valene-bond solid" variationnel5.4.1 ConstrutionAfflek, Kennedy, Lieb et Tasaki [4℄ introduisent en 1987 une famille de mod�elesde spins pour lesquels ils onstruisent expliitement les fondamentaux exats. Quelle quesoit le r�eseau ou même la dimension d'espae, ils obtiennent un fondamental unique et nond�eg�en�er�e quand le double du spin S en haque site est multiple du nombre de oordinationz du r�eseau : 2S = 0 mod z (5.4)La onstrution du fondamental est sh�ematis�ee Fig. 5.11 dans le as du r�eseau arr�e (z = 4)ave des spins S = 2. Elle onsiste �a voir le spin S de haque site omme la omposanteompl�etement sym�etrique du ouplage de z spins 12 . On d�e�nit un pavage de dim�eres surle r�eseau �a zN sites en assoiant en singulets les deux spins 12 \virtuels" des extr�emit�esde haque lien du r�eseau \r�eel". L'�etat VBS est alors obtenu en sym�etrisant ette fontiond'onde par rapport aux z spins \virtuels" de haque site r�eel.
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Fig. 5.11: �Etat VBS pour des spins S = 2 sur le r�eseau arr�e.Dans le as du r�eseau triangulaire ave spins 12 , la ondition Eq. (5.4) n'est pas satisfaite.Cependant, la pro�edure peut inspirer une fa�on de onstruire de nouveaux �etats. Pour elanous d�e�nissons un super-r�eseau sur le r�eseau triangulaire. Chaque super-site est la r�eunionde n sites du r�eseau triangulaire et la oordinane du super-r�eseau vaut z. Alors haquesuper-site poss�ede un spin S = n2 . Si on hoisit n et z tels que n = z le super-r�eseausatisfait la ondition Eq. (5.4), e qui revient simplement �a onsid�erer les spins 12 du r�eseautriangulaire omme les spins \virtuels" de la onstrution VBS. Deux exemples n = 4 etn = 3 sont pr�esent�es Fig. 5.12. Ces �etats ne sont pas uniques puisque qu'il y a plusieurspositions possibles pour d�e�nir le super-r�eseau. Dans le as n = 4, il y a 12 fa�ons de plaerle super-r�eseau arr�e sur le r�eseau triangulaire : haque on�guration peut être translat�eeen quatre endroits et tourn�ee dans trois diretions. Notons �egalement qu'il s'agit d'un �etatqui poss�ede de l'ordre �a longue port�ee : si un losange est ferromagn�etique, alors tous sestranslat�es d'un nombre pair de pas le sont aussi. En outre, il perd des sym�etries spatialesdu r�eseau triangulaire (translation d'un pas notamment). Il n'est pas non plus invariantpar rotation de 2�=3 autour de l'origine. Nous reviendrons sur les �eventuelles impliationsde la d�eg�en�eresene de ette fontion d'essai au hapitre suivant (x 6.1.5).
5.4.2 �EnergieNous alulons l'�energie pour l'hamiltonien J4 = 1, J2 = �2 �a l'int�erieur de l'espaevariationnel que forment les �etats VBS. Ce alul, men�e sur un r�eseau �a 12 sites, donneune tr�es bonne �energie variationnelle. Le fondamental exat sur e même r�eseau �a 12 sitesse trouve �a E=N ' �4:128 (Fig. 4.12 page 72) et l'�energie VBS-losange �a E=N = �3:75.L'�ehelle d'�energie est donn�ee par l'�energie de l'�etat ferromagn�etique �a E=N = 0 et elledu fondamental lassique (uuud) �a E=N = �3 pour les �ehanges en question. Ce r�esultat
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Fig. 5.12: �Etats \pseudo-VBS" sur le r�eseau triangulaire. Gauhe : �Etat VBS-losange.Les losanges noirs repr�esentent les spins S = 2 de la fontion d'onde VBS. Ils forment unr�eseau arr�e (traits pointill�es). droite : �Etat VBS-triangle. Le super-r�eseau de triangles esthexagonal. Il y a 18 fa�ons de plaer le r�eseau hexagonal : 3� 2 translations et 3 rotations.variationnel est le meilleur que nous ayons onstruit 3. L'�energie obtenue est en partiuliermeilleure que l'�energie obtenue par les bosons de Shwinger 4.La raison de ette �energie tr�es omp�etitive est que les �etats VBS fournissent paronstrution des orr�elations ferromagn�etiques et des moments loaux importants �a l'in-t�erieur des plaquettes et en même temps, des orr�elations antiferromagn�etiques �a plusgrande distane (entre losanges adjaents). �A e titre, il faut admettre que la fontiond'onde VBS que nous onstruisons n'est pas tr�es �eloign�ee des pavages de losanges de spin1 du paragraphe 5.3. La di��erene est dans l'amplitude du spin e�etif loal. D'ailleurs, laonstrution VBS permet de varier la taille n de la ellule �el�ementaire, et don de r�eglerl'amplitude des orr�elations ferromagn�etiques. Par exemple, la fontion VBS pour des spins32 sur le r�eseau hexagonal donne, transport�ee sur le r�eseau triangulaire, l'�etat repr�esent�edans la partie droite de la �gure 5.12. L'�energie de et �etat n = 3 est l�eg�erement plus�elev�ee (E=N = �3:42 sur 12 = 3� 4 sites ) que elle du pavage arr�e, mais reste meilleureque l'�energie des bosons de Shwinger. D'un autre ôt�e, il est envisageable de modi�er leouplage ferromagn�etique J2 pour rapproher l'�etat exat d'un �etat VBS.3Consid�erons une fontion d'onde (pseudo-) VBS o�u la maille ontient n spins r�eels. La sym�etrisationde haque maille multiplie le nombre de termes dans la fontion d'onde par n!. Quand toutes mailles sontsym�etris�ees, on a (n!)N=n termes. Pour N = 12 et n = 4, ela donne 13824, tandis que la taille suivantedonne 331776. Le nombre de termes dans un produit salaire �etant proportionnel au arr�e du nombrede termes dans la fontion d'onde, nous nous ontentons, dans un premier temps au moins, de la tailleN = 12.4La solution trouv�ee par la th�eorie des bosons de Shwinger pour et hamiltonien est un �etat de N�eelolin�eaire �a deux sous-r�eseaux ave une �energie E=N = �2:96 pour N = 192 sites.
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Chapitre 6Physique de basse �energie
6.1 Sym�etrie du fondamentalDu point de vue des sym�etries, le gap de spin d�erit au hapitre pr�e�edent nous as-sure que, au moins dans la r�egion autour de J2=J4 = �2, la sym�etrie SU(2) n'est passpontan�ement bris�ee �a T = 0. Nous dirigeons maintenant notre attention sur le seteursingulet, et posons la question de la d�eg�en�eresene du fondamental et d'une possible bri-sure de sym�etrie spatiale �a la limite thermodynamique. Cei est apital pour arat�eriser lafamille de liquides de spins �a laquelle le mod�ele appartient. De nombreux fondamentaux,qui di��erent par leur sym�etrie et leurs exitations, n'ont pas d'ordre magn�etique �a longueport�ee et un fondamental S = 0. En deux dimensions, parmi les hamiltoniens sur r�eseaude Bravais (sans dim�erisation dans les ouplages ni autres liens in�equivalents), il y a troissituations importantes o�u la fontion d'onde du fondamental est bien omprise :Mod�eles de Klein [73℄ pour spins 12 : Ces hamiltoniens g�en�eralisent le mod�ele de la hâ�neMajumdar-Gosh [85℄ pour un r�eseau arbitraire. Ces hamiltoniens sont des som-mes d'op�erateurs de projetion, ils ontiennent des interations d'�ehange multiple(annexe B). Pour es mod�eles, tout pavage de dim�eres est un �etat propre d'�energienulle, et don un fondamental 1. De mani�ere g�en�erale, leur d�eg�en�eresene estextensive en dimension 2.\Valene Bond Crystal"(VBC): Il poss�ede de l'ordre dim�ere-dim�ere �a longue port�ee, ou del'ordre de plaquette. Il y a un gap de spin et des orr�elations magn�etiques �a ourteport�ee. La sym�etrie de translation est bris�ee et le fondamental est d�eg�en�er�e enons�equene. Le mod�ele d'Heisenberg J1� J2 sur le r�eseau arr�e est probablementune r�ealisation. Il n'y a pas d'ordre de N�eel au voisinage de J2=J1 ' 12 [32, 37, 40, 48,121℄ et vraisemblablement une brisure de la sym�etrie de translation [47, 117, 121,1Dans le as du r�eseau hexagonal notamment, Chayes, Chayes et Kivelson [33℄ montrent que espavages onstituent tous les fondamentaux.



88 CHAPITRE 6. PHYSIQUE DE BASSE �ENERGIE146℄. La brisure de sym�etrie est probablement de type olonaire [47, 76, 117, 128℄mais un ordre de plaquette sans brisure de l'invariane sous la rotationR�=2 a aussi�et�e propos�e [146℄. Ces brisures de sym�etrie sont aussi obtenues dans les approhesde grand N des mod�eles SU(N) [6, 102{104℄ quand 2S n'est pas multiple de laoordinane z : 2S 6= 0 mod z.\Valene Bond Solid" (VBS): Afflek et al. [4, 5℄. Le mod�ele ne peut être onstruit quelorsque 2S est multiple de la oordinane z : 2S = 0 mod z (x 5.4). Cet �etat n'existepas pour des spins 12 . Le fondamental est unique ave des onditions p�eriodiques,ne brise auune sym�etrie et poss�ede un gap de spin. Les orr�elations magn�etiquesd�eroissent exponentiellement ave la distane. La phase de Haldane [53{56℄ deshâ�nes de spins entiers appartient �a la même lasse d'universalit�e.Il y a tr�es peu de mod�eles de spins 12 o�u des r�esonanes entre di��erents pavages dedim�eres �a ourte port�ee s�eletionnent une ombinaison unique de es �etats, ombinaisonqui soit sym�etrique sous les op�erations de sym�etries spatiales. Il a �et�e propos�e [33℄ qu'unhamiltonien de Klein perturb�e [73℄ puisse r�ealiser un tel �etat RVB ourte port�ee. Lalimite de grand N de mod�eles d'Heisenberg (g�en�eralisation Sp(N)) sur les r�eseaux ka-gome et triangulaire est �etudi�ee par Sahdev [116℄. Le r�esultat fait apparâ�tre une phased�esordonn�ee, ave un gap de spin et sans brisure de sym�etrie. Il n'est pas ertain que ettephase puisse être r�ealis�ee dans un mod�ele SU(2) de spins 12 . Elle ne l'est en tout as pasdans le mod�ele d'Heisenberg sur le r�eseau triangulaire qui poss�ede de l'ordre de N�eel �atemp�erature nulle [18, 63, 66℄.Finalement, le \Quantum Hard-Core Dimer Model" (QHCDM) de Rokhsar et Ki-velson [115℄ poss�ede un fondamental unique (�a une d�eg�en�eresene 4 pr�es, d'origine to-pologique et tout �a fait similaire �a elle disut�ee au x 6.1.3) pour une valeur partiuli�eredes param�etres V = J , 'est �a dire quand l'�energie in�etique J des dim�eres est �egale �a lar�epulsion �a ourte port�ee V entre dim�eres parall�eles 2. Sur le r�eseau arr�e, le hamiltonienQHCDM s'�erit :H = Xplaquette ��J ����� tt tt�� tt tt����+ h::� + V ����� tt tt�� tt tt���� + ���� tt tt�� tt tt������ (6.1)H est d�e�nit diretement sur les on�gurations de dim�eres. Il n'a pas d'expressionsimple dans l'espae des spins, elle ferait intervenir la matrie des produits salaires despavages de dim�eres. Cependant, l'�equation (6.1) pr�esente deux similitudes notables avel'hamiltonien d'�ehange �a quatre orps :� L'ation de P1;2;3;4 + h: sur une plaquette dans un �etat j rr rri ou j rr rri est identique �a2On montre alors que la ombinaison �a poids �egal de tous les pavages de dim�eres premiers voisins, 'est�a dire le prototype d'un �etat RVB ourte port�ee, est fondamental.



6.1. SYM�ETRIE DU FONDAMENTAL 89elle du terme in�etique en J dans l'hamiltonien QHCDM, il �ehange 3 la paire dedim�eres vertiaux et la paire de dim�eres horizontaux.� Le terme d'�ehange ylique P1;2;3;4 + h: ontient une repulsion entre dim�eres pa-rall�eles analogue au terme V . On peut le onstater �a l'aide du tableau 5.1. L'�etat avedeux dim�eres parall�ele maximise l'�energie. C'est l'�etat le plus exit�e de la plaquetteen J4 pur, il est d�eg�en�er�e ave l'�energie ferromagn�etique.Le spetre du QHCDM au point J = V pr�esente une di��erene ave les r�esultat num�eriquessur le mod�ele d'�ehange multiple. Selon Rokhsar et Kivelson, le mod�ele poss�ede unmode de basse �energie dans le seteur singulet au point J = V (r�esonons) [115℄, e quenous n'observons pas dans le as de l'�ehange multiple. Puisque es r�esonons peuventaqu�erir un gap pour V 6= J , le QHDM reste un point de omparaison important pour lesr�esultats num�eriques du mod�ele triangulaire.Jusqu'�a pr�esent l'image RVB ourte port�ee propos�ee par Anderson [8℄ n'a pas trouv�ede r�ealisation d�e�nitive pour des spins 12 : il n'y a pas d'hamiltonien en deux dimensions quisoit �a la fois expliite et reonnu omme ayant un gap et pr�eservant toutes les sym�etries dur�eseau. De e point de vue, le mod�ele d'�ehange multiple est du plus grand int�erêt puisqueles donn�ees num�eriques indiquent des orr�elations �a ourte port�ee sans auune sorte d'ordre�a longue port�ee.6.1.1 Premiers �etats singuletsNous l'avons vu dans le as de l'ordre de N�eel, le spetre d'un syst�eme de taille �niepeut renseigner sur les brisures de sym�etrie spontan�ees �a la limite thermodynamique. C'estla quasi-d�eg�en�eresene du fondamental ou des niveaux de basse �energie qui, assoi�ee �aun omportement pr�eis des �earts d'�energie entre es niveaux, t�emoigne d'une brisurede sym�etrie. Nous montrons ii que, selon toute vraisemblane, une d�eg�en�eresene �niearat�erise l'hamiltonien d'�ehange multiple J2=J4 = �2 �a la limite thermodynamique. �Ala lumi�ere des trois prototypes de liquides de spins que nous venons de d�erire bri�evement,ette donn�ee semble signaler une forme de dim�erisation spontan�ee. Nous donnons dans lasetion suivante (x 6.1.2) un argument ontre ette hypoth�ese VBC.Dans quasiment tous les syst�emes pairs (N =36, 30, 28, 24, 20, 18, 16, 12) le fondamentalappartient �a la repr�esentation triviale du groupe pontuel et du groupe des translations.Cette repr�esentation �etant unidimensionnelle, le fondamental n'est pas d�eg�en�er�e pour estailles �nies. Au dessus du fondamental et en dessous de l'�energie du premier triplet, noustrouvons syst�ematiquement moins de 10 �etats S = 0. Il n'y a don pas d'entropie extensive �atemp�erature nulle, ni d'exitations d'�energie arbitrairement faible. Cette situation ontraste3En l'absene de dopage (exatement un spin par site), le signe de J peut être hang�e par unered�e�nition, une ligne sur deux, du signe de dim�eres horizontaux. Ainsi, jJ j se ompare bien �a J4 > 0.



90 CHAPITRE 6. PHYSIQUE DE BASSE �ENERGIEave les spetres renontr�es dans l'�etude du mod�ele d'Heisenberg sur le r�eseau kagome ouun nombre exponentiel d'�etats de spin S = 0 se trouvent sous la premi�ere exitationmagn�etique [140℄. Cei implique qu'�a J2=J4 = �2 le syst�eme n'est pas ritique quantique.Au ontraire le gap de spin �xe une �ehelle d'�energie pour tous les types d'exitations.Nous analysons maintenant les �etats singulets de basse �energie pour d�eteter si ertainstombent sur le fondamental quand la taille du syst�eme augmente. En d�epit d'irr�egularit�esimportantes d'un r�eseau �a l'autre, on doit retenir trois informations importantes :� Il n'y a pas de niveau S = 0 de basse �energie dans le seteur d'impulsion k = B(�B sont les deux oins de la zone de Brillouin). Cei n'est pas ompatible ave laformation d'un motif qui aurait une p�eriodiit�e multiple de trois dans une diretion.Cei on�rme que l'ordre de dim�eres �a ��=3 trouv�e au hapitre pr�e�edent (Fig. 4.7),qui semble avoir une p�eriode trois, n'est que loal.� La plupart des spetres poss�edent des �etats d'impulsion k = Ai=1;2;3 dans le gap despin. Ces impulsions de milieu de bord de zone donnent des phases exp(ik � x) = �1pour toute translation x. Si de tels �etats sont d�eg�en�er�es ave un fondamental d'im-pulsion nulle, ils donnent une brisure de l'invariane par translation et une p�eriodiit�ede deux pas du fondamental.La �gure 6.1 sugg�ere que ette d�eg�en�eresene est r�ealis�ee �a la limite thermodyna-mique. L'�eart d'�energie entre le fondamental et le premier singulet de moment k = Ad�erô�t tr�es rapidement ave la taille du syst�eme de N = 24 �a 36, passant de �A = 2:5�a �A = 0:243. Il est instrutif de omparer sur ette �gure les omportements du gapde spin et du gap singulet pour les exitations d'impulsion k = A. Dans les deux ason devine une r�edution exponentielle des e�ets de taille ave N : le gap de spin tendvers une onstante et le gap pour les veteurs k = A tend vers z�ero. Cette disparitionrapide des e�ets de taille orrobore l'hypoth�ese d'une longueur arat�eristique �nie�.� Le seteur S = 0 du hamiltonien J2 = �2 et J4 = 1 pour N = 36 poss�ede don unequasi-d�eg�en�eresene quatre du fondamental (Fig. 6.5). L'�etat de plus basse �energieest unique et le niveau imm�ediatement au dessus 4 orrespond, par sym�etrie, �a unespae propre de dimension trois (k = Ai). Grâe �a la grande taille de e syst�eme,ompar�ee �a la longueur de orr�elation suppos�ee, nous pensons que e spetre est quali-tativement tr�es prohe de elui du syst�eme in�ni. Cette quasi-d�eg�en�eresene est donun �el�ement primordial dans l'analyse des sym�etries �a la limite thermodynamique.Dans les paragraphes qui suivent, nous analysons es r�esultats. Nous expliquons enquoi es donn�ees, malgr�e les apparenes, ne sont pas en faveur d'une brisure de sym�etriede type VBC ou \spin-Peierls". Ensuite, nous proposons une interpr�etation topologique4Nous rappelons que seules les �energies des seteurs d'impulsion k = 0, B et Ai sont alul�es surl'�ehantillon N = 36 (f. remarque page 69).
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Fig. 6.1: Gap de spin (�) et gap singulet (�S = 0) vers le premier �etat d'impulsionk = A (�). J2 = �2, J4 = 1. Le premier tend vers une valeur de l'ordre de 1, le seond tr�esprobablement vers z�ero. Pour les �ehantillons N = 20 et 24, les points k = A1;2 ne sont pas�equivalents �a k = A3, e qui donne deux gaps di��erents suivant la diretion onsid�er�ee.de ette d�eg�en�eresene. Troisi�emement, nous pr�esentons un argument ontre l'�eventualit�ed'un liquide hiral qui briserait spontan�ement l'invariane par renversement du temps. Ledernier point de ette setion traite du lien �eventuel entre le mod�ele d'�ehange multiple etla phase d'Haldane ou VBS.6.1.2 Pas de brisure de sym�etrie \spin-Peierls"Le seteur singulet de l'hamiltonien J2 = �2 et J4 = 1 pour N = 36 spins poss�ede unequasi-d�eg�en�eresene quatre entre un niveau k = 0 et trois niveaux k = A1;2;3. Comme�evoqu�e plus haut, le omportement ave N de l'�eart d'�energie qui s�epare es deux seteursde sym�etrie sugg�ere qu'ils sont d�eg�en�er�es �a la limite thermodynamique. Les deux niveauxsuivants (Fig. 6.5) ont les même impulsions et pourraient �egalement être asymptotiquementd�eg�en�er�es ave le fondamental 5 pour de grands syst�emes, e qui porterait la d�eg�en�eresene�a huit.L'�etat dim�eris�e le plus simple sur le r�eseau triangulaire (Fig. 6.2) est aussi invariantpar toute translation de deux pas dans toutes les diretions, il est don onstruit sur les5Cette derni�ere hypoth�ese parâ�t moins probable si on onsid�ere que les omportements de taille �niede tous es niveaux sont r�egis par la même longueur �.
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Fig. 6.2: �Etat dim�eris�e le plus simple sur le r�eseau triangulaire. Les traits �epais relient lessites appari�es en singulets 1p2(j "#> �j #">). Il y a douze pavages du r�eseau triangulaire�equivalents, ils sont orthogonaux �a la limite thermodynamique.
Fig. 6.3: Un �etat dim�eris�e du r�eseau triangulaire. La d�eg�en�eresene vaut douze, ommepour l'�etat Fig. 6.2.mêmes impulsions. La di��erene essentielle ave e qui se produit sur le r�eseau arr�e 6est qu'il est douze fois d�eg�en�er�e : 4 translations fois 3 rotations. Une telle brisure desym�etrie n'est pas observ�ee num�eriquement dans le spetre N = 36. Par ailleurs la strutureloale des dim�eres montre que deux dim�eres parall�eles est justement la on�guration laplus d�efavorable (f. x 4.2.2). On peut imaginer d'autres �etats dim�eris�es onstruits surles impulsions 0 et A trouv�ees dans le spetre de basse �energie. La �gure 6.3 est un autreexemple de pavage de dim�eres invariant par translation de deux pas. Il n'y a pas de ouplesde dim�eres parall�eles, e qui le rend �energ�etiquement plus favorable que elui Fig. 6.2.Cependant, la d�eg�en�eresene douze demeure. En fait, il n'y a auune maille �el�ementairequi donne lieu �a une d�eg�en�eresene inf�erieure �a 12 quand on l'utilise pour paver le r�eseautriangulaire. La raison essentielle est qu'il y a douze fa�ons de paver r�eguli�erement le r�eseautriangulaire par des losanges et que le pavage de losanges est e que l'on peut faire de plussimple qui soit invariant par translation de deux pas.Il faut onlure que la d�eg�en�eresene quatre (ou huit) observ�ee dans le syst�eme N = 36ne s'interpr�ete pas omme une brisure de sym�etrie onventionnelle de type spin-Peierls. Si6Sur le r�eseau r�eseau arr�e, l'�etat dim�eris�e le plus simple donne un d�eg�en�eresene quatre entre un �etatuniforme de moment nul et 3 �etats de veteurs d'onde (0; �), (�; 0) et (�; �). Ces trois veteurs d'onde sontles analogues des points Ai=1;2;3 de la zone de Brillouin du r�eseau triangulaire.



6.1. SYM�ETRIE DU FONDAMENTAL 93l'�ehantillon �a 36 sites pr�esente une physique prohe de elle du syst�eme in�ni, hypoth�eseque nous mettons en avant, il faut trouver une autre expliation �a ette d�eg�en�eresenequatre ou huit. Nous proposons un s�enario o�u elle est une ons�equene naturelle de latopologie non triviale du r�eseau, qui est elle d'un tore puisque nous utilisons des onditionsaux bords p�eriodiques.6.1.3 D�eg�en�eresene topologiqueLa plupart des id�ees onernant l'origine topologique de d�eg�en�eresenes dans un li-quide de spins quantique ont �et�e propos�ees par Rokhsar et Kivelson [115℄, Read etChakraborty [101℄, et Sutherland [132℄. Nous nous en inspirons pour proposer uned�emonstration g�en�erale. La version d�etaill�ee se trouve en annexe C. Nous montrons quela d�eg�en�eresene topologique trouv�ee par exemple dans le \quantum hard-ore dimermodel" au point J = V [115℄ est en fait une propri�et�e tr�es g�en�erale des �etats de spins12 ompl�etement d�esordonn�es. Sous l'hypoth�ese d'absene de toute forme de oh�erene �alongue distane, un �etat liquide de spins est quatre fois d�eg�en�er�e. Avant d'exposer formel-lement l'argument, en voii l'id�ee. On dessine sur le r�eseau une oupure � qui s'enrouleune fois autour du tore. Assoions �a haque on�guration C de dim�eres son nombre �(C)d'intersetions ave �. On peut v�eri�er que l'ation d'une permutation (loale) sur lessites du r�eseau ne modi�e e nombre d'intersetion que d'un nombre pair. �(C) mod 2 estdon un invariant sous l'ation de l'hamiltonien. L'espae des pavages de dim�eres ourteport�ee est divis�e en deux seteurs topologiques qui ne sont pas oupl�es par H. L'espaedes �etats dim�eres ourte port�ee est en fait divis�e en quatre seteurs puisque on peut aussiles lassi�er suivant la parit�e du nombre d'intersetions ave une oupure �0 hoisie dansl'autre diretion du tore. Les �etats qui peuvent s'�erire ainsi sont quatre fois d�eg�en�er�essur un tore. L'essentiel de la diÆult�e est de savoir pr�eis�ement �a quelle type de fontiond'onde ela s'applique.Dim�eres et boulesLe point de d�epart est une repr�esentation de la fontion d'onde en termes de dim�eres, etnous ommen�ons par rappeler quelques points importants sur l'alg�ebre des �etats dim�eris�esou pavages de dim�eres (\valene-bond states").Si on inlut les dim�eres de toutes longueurs, es pavages forment une famille g�en�eratriede l'espae de spin S = 0. Mais ils ne sont pas orthogonaux et onstituent une familleli�ee. Sutherland [132℄ propose une fa�on diagrammatique de aluler le produit salaire<CjC 0> de deux on�gurations de dim�eres C et C 0. On ommene par dessiner sur ler�eseau les liens singulets de C et C 0. Le r�esultat est un ensemble de boules ferm�ees et sansintersetion qui ouvrent tout le r�eseau, 'est le graphe de transition de C et C 0 (\transition



94 CHAPITRE 6. PHYSIQUE DE BASSE �ENERGIEgraph"). D�esignons par n(C [C 0) le nombre de es boules. Par ailleurs, on se dote d'uneonvention pour orienter les dim�eres (f. annexe C), de sorte que pr�eiser ses extr�emit�essuÆse �a onnâ�tre on signe. On d�e�nit x(C [ C 0) = �1 par la parit�e du nombre de liens �ainverser pour que toutes les boules du graphe de transition aient des liens altern�es. Poures d�e�nitions de n et x, le r�esultat est :<CjC 0>= 2n(C[C0)�N=2x(C [ C 0) (6.2)En guise d'exemple, onsid�erons le as C = C. Toutes les boules sont de longueur 2et il y en a n(C [ C) = N=2. Chaque boule (�a deux sites) est automatiquement altern�eepuisque ses deux dim�eres pointent vers le même site. Don x(C [C) = 1 et on trouve bien<CjC>= 1.On d�eompose le fondamental sur les pavages de dim�eres :j >= 2N=4XC  (C)jC> (6.3)La normalisation de j > donne :< j >=XC;C0 h (C)y (C 0)2n(C[C0)x(C [ C 0)i (6.4)Hypoth�ese des petites boulesL'�equation (6.4) peut être reformul�ee omme une somme sur les reouvrements G dur�eseau par des boules : < j >=XG 2n(G)x(G)�(G) (6.5)o�u nous d�e�nissons : �(G) = XC;C0=C[C0=G  (C)y (C 0) (6.6)Cette r�e�eriture n'est possible que pare que tous les ouples de pavages C et C 0 dontla r�eunion est le graphe G, ont le même x(C [ C 0) = x(G) et le même n(C [ C 0) = n(G).Nous passons �a l'hypoth�ese importante : les seuls graphes G qui ontribuent �a Eq. (6.6)sont eux qui ne ontiennent auune boule faisant le tour omplet du tore. Cette onditionsigni�e que la fontion d'onde ne poss�ede auune oh�erene de phase �a grande distane.C'est une propri�et�e beauoup plus forte que d'exiger que les pavages qui ontribuent neontiennent que des dim�eres �a ourte port�ee. Un �etat \valene-bond rystal", omme euxrepr�esent�es Fig. 6.2 ou Fig. 6.3 par exemple, ne poss�ede que des dim�eres �a ourte port�ee.



6.1. SYM�ETRIE DU FONDAMENTAL 95Ils ne satisfont pas pour autant l'hypoth�ese. Int�eressons nous �a la omposante k = 0 del'�etat Fig. 6.2. Cette omposante est la somme des pavages translat�es les uns des autres. Ilest simple de voir que le graphe de transition d'un pavage et de son translat�e ne ontientque des boules qui font le tour omplet du tore. L'argument topologique ne s'appliquepas �a es as. Inversement, il existe des �etats qui ont ette propri�et�e, omme le \NearestNeighbor Resonating Valene-Bond" (NNRVB) propos�e par Sutherland [131, 132℄. Ceiest d�emontr�e par une �equivalene entre l'Eq. (6.5) et la fontion de partition d'un gazlassique de boules dont la longueur de orr�elation est �nie [74℄.Dans le mod�ele d'�ehange multiple, les orr�elations que nous mesurons (spin-spin,hirale-hirale et dim�ere-dim�ere) d�eroissent exponentiellement sur une longueur ara-t�eristique � � 2. Cei ne suÆt pas pour montrer que les grandes boules ne ontribuentpas �a l'�eriture diagrammatique de < j >. Toutefois, dans un liquide de spins o�u il existeune �ehelle de distane � qui r�egit la physique de basse �energie, supposer que les boulesde l'�eriture diagrammatique de < j > sont aussi r�egies par la longueur � semble unehypoth�ese naturelle. �A partir de ette hypoth�ese, nous montrons que le fondamental est(au moins) quatre fois d�eg�en�er�e.Coupure sur le tore et d�eg�en�eresene quatrePrenons une oupure � qui entoure le tore dans une des deux diretions. Un pavage dedim�ere C oupe � un nombre de fois �(C). Dans l'�equation (6.3), on hange le signe deson�gurations de dim�eres impaires par rapport �a � :j 0>=XC (�1)�(C) (C)jC> (6.7)Supposons que le syst�eme poss�ede un nombre impair de sites dans la diretion perpen-diulaire �a �. Si j > poss�ede une impulsion k, alors j 0> a l'impulsion k0 = k +A, o�u Aest un milieu de bord de zone (f. Fig. 6.5). Le nouvel �etat est orthogonal au premier etnous montrons annexe C, grâe �a l'hypoth�ese sur la ontribution des grandes boules, quej 0> a la même �energie que j >. Cette d�eg�en�eresene deux doit être �etendue �a quatrequand le syst�eme est invariant par rotation de 2�=3, puisque les �etats de veteurs d'ondek = A sont alors trois fois d�eg�en�er�es par sym�etrie.Wen [142℄ propose une onstrution analogue. Dans le adre d'une th�eorie de hampmoyen pour un liquide de spins (non hiral), il onstruit un �etat j 0> �a partir d'un fon-damental j > par une transformation de jauge singuli�ere sur les degr�es de libert�e deliens. Cette transformation, �equivalente au hangement de signe (�1)�(C), est sh�ematis�eeFig. 6.4. Elle revient, du point de vue du hamp de jauge, �a ins�erer un demi quantumde ux �a l'int�erieur du tore (Fig. 6.4). Une d�eg�en�eresene quatre est �egalement trouv�eepar Read et Sahdev [104℄ �a l'aide d'une oupure enroul�ee sur le tore dans une th�eorieSp(N) pour un antiferromagn�etique frustr�e.
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Fig. 6.4: Analogie entre un hangement de phase le long d'une oupure enroul�ee sur le tore(�) et l'insertion d'un 12 quantum de ux. Si les seules oh�erenes de la fontion d'onde sont�a des distanes inf�erieures �a �, le hangement de signe le long de � apparâ�t omme unepure jauge puisque qu'auune boule physique de taille . � ne peut perevoir le d�ephasagede � r�ee par le sol�eno��de. L'e�et est similaire �a l'absene d'e�et Aharonov-Bohm dansune situation o�u la longueur de oh�erene de phase des partiules serait plus petite que lalongueur du hemin faisant le tour du sol�eno��de.Interpr�etation topologique du spetre N = 36Apr�es avoir remarqu�e que les impulsions des quatre premiers �etats du spetre N = 36orrespondent �a la pr�edition topologique, nous pouvons interpr�eter la quasi-d�eg�en�eresenede la mani�ere suivante : �a mesure que la taille du syst�eme approhe et d�epasse la longueurde oh�erene �, mesur�ee par la taille des boules qui ontribuent au fondamental, les boulestopologiquement non triviales se rar�e�ent exponentiellement ave pN=� et l'�energie destrois singulets de moments k = A1;2;3 tend vers elle du fondamental k = 0.6.1.4 Liquide de spins hiral ?Plusieurs auteurs proposent l'existene d'�etats liquide de spins o�u l'invariane par ren-versement du temps est spontan�ement bris�ee [69, 70, 144℄. Il s'agit de syst�emes o�u desop�erateurs du type ~Si � (~Sj� ~Sk) aqui�erent une valeur moyenne non nulle. Ce s�enario, est�eart�e pour le mod�ele d'Heisenberg sur le r�eseau triangulaire [20℄, pour lequel il a �et�e initia-lement propos�e [69℄. La situation sur le r�eseau kagome est moins laire [140℄. La questionde la hiralit�e dans le mod�ele d'�ehange multiple se pose pour deux raisons :� La pr�esene d'un gap de spin et d'une d�eg�en�eresene paire du fondamental estoh�erente ave les th�eories hirales. D'ailleurs, Wen [141℄ indique qu'une th�eoriepour un liquide hiral inompressible doit poss�eder une d�eg�en�eresene topologique
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Fig. 6.5: Premiers �etats du spetre N = 36 �a J2 = �2, J4 = 1 dans les seteurs S =0 et S = 1 pour les veteurs d'onde k = 0, Ai et �B. Les symboles repr�esentent lesnombres quantiques spatiaux. Le fondamental (E = �142:867), par exemple, appartient �ala repr�esentation triviale : k = 0, R 2�3 = 1, R� = 1, � = 1).



98 CHAPITRE 6. PHYSIQUE DE BASSE �ENERGIE2kg, o�u g est le genre de la vari�et�e d'espae du r�eseau 7.� Il existe une transition de phase hirale dans le mod�ele lassique d'�ehange �a quatreorps [93℄.D'un autre ôt�e, omme pr�esent�e plus haut, nous ne trouvons pas de signature d'ordrehiral dans la fontion de orr�elation de ~Si � (~Sj � ~Sk). On peut, par ontre, imaginerun liquide hiral o�u e sont les parties imaginaires de permutations yliques Pi1;i2;i3;::: ;inqui prennent une valeur moyenne non nulle sur de grandes boules, omme propos�e parWen et al. [144℄. Dans un telle th�eorie, les exitations �el�ementaires sont des spinonsS = 12 d�eon�n�es. Nous donnons au paragraphe 6.2 plusieurs �el�ements qui indiquent, auontraire, que les exitations portent un spin S = 1. Sans pouvoir �eliminer l'hypoth�esed'une phase hirale, le spin des exitations est une donn�ee qui la rend peu probable.6.1.5 �Etat VBSEn une dimension, Lieb, Shultz et Mattis [83℄ (LSM) ont montr�e l'existene d'un�etat d'�energie � O(1=N) au dessus du fondamental pour une hâ�ne de spins 12 de longueurN ave onditions aux bords p�eriodiques. Cet �etat de basse �energie peut être la signatured'un mode mou ou d'une d�eg�en�eresene du fondamental, et e th�eor�eme se g�en�eraliseimm�ediatement �a tout spin demi entier. De plus Afflek [3℄ a propos�e une extension deette propri�et�e �a 2 dimensions. Dans ette optique, une d�eg�en�eresene 4 ou 8 du fonda-mental du mod�ele d'�ehange multiple n'est pas surprenante (l'existene d'un mode mou�etant exlue). Cependant, la d�eg�en�eresene du th�eor�eme LSM est usuellement assoi�ee�a une brisure spontan�ee de sym�etrie �a la limite thermodynamique et �a un ordre de typedim�ere-dim�ere �a longue distane. Or si l'analyse que nous faisons des donn�ees num�eriquesest orrete, le syst�eme ne pr�esente pas de tel type d'ordre. L'origine de la d�eg�en�ereseneserait purement topologique et ne serait pas li�ee �a quelque brisure de sym�etrie disr�ete. Lafontion d'onde de Laughlin [78℄ par exemple, dont la d�eg�en�eresene d�epend aussi de latopologie de l'espae [143℄, r�ealise un tel s�enario. Cependant, en formant une ombinaisonlin�eaire de deux des fondamentaux quasiment d�eg�en�er�es du mod�ele d'�ehange multiple etd'impulsions di��erentes, nous obtenons un �etat qui brise l'invariane par translation 8. Ilfaut don être prudent avant d'exlure la possibilit�e de quelque forme d'ordre que e soit.Quel sont don les alternatives �a l'interpr�etation topologique ?Supposons que la d�eg�en�eresene du fondamental soit l�eg�erement sup�erieure �a e que7Cei n'est pas sp�ei�que aux �etats hiraux puisque qu'une d�eg�en�eresene 2g apparâ�t aussi dans desmod�eles non hiraux [142℄8Les impulsions disponibles dans le spetreN = 36 sont k = 0 et k = A, le nouvel �etat j	>= j0> +jA>est invariant par translation de deux pas du r�eseaux. Cei est assez ontre intuitif : si on visualise j	>omme poss�edant une \modulation" de p�eriode deux, ei implique de l'ordre �a longue port�ee dans lamodulation : : :



6.1. SYM�ETRIE DU FONDAMENTAL 99les spetres N < 36 ne le laissent imaginer. Quels seraient les �etats et les brisures desym�etrie ompatibles ave les donn�ees num�eriques de fontion de orr�elation expos�ees se-tion 4.2 ? Un �etat \valene-bond rystal" ave des dim�eres rigides orient�es tous dans lamême diretion est exlu par la r�epulsion importante entre dim�eres parall�eles. Un �etatVBC omportant des dim�eres de plus grande longueur et/ou d'orientations di��erentes im-pliquerait la pr�esene de nombreux �etats d'impulsions autres que k = 0 et k = A parmiles niveaux de basse �energie. Cei ne peut pas être ompl�etement exlu mais un tel ordreave de nombreux spins dans la maille �el�ementaire semble peu probable.En revanhe, il est utile de revenir sur la fontion d'onde VBS pr�esent�ee au para-graphe 5.4. La �gure 5.12.a rappelle que l'�etat est invariant par les translations d'unnombre pair de pas du r�eseau. Sa d�eg�en�eresene 12 n'implique don que les �etats d'impul-sions k = 0 et k = A. Compte-tenu de sa remarquable �energie pour un �etat variationnelsans auun param�etre ajustable, nous devons l'examiner ave attention. Même �a la limitethermodynamique, l'�etat VBS n'est ertainement pas le fondamental exat. Ce que l'onpeut envisager, par ontre, 'est que le mod�ele d'�ehange multiple poss�ede le même ordre�a longue distane. Soit �a l'op�erateur qui, agissant sur les quatre sites du losange a, lesprojette dans leur seteur S = 2. Par onstrution, la fontion de orr�elation < �a�b >poss�ede de l'ordre �a longue port�ee : elle vaut 1 quand a et b sont deux losanges de mêmeorientation qui se trouvent �a une distane paire l'un de l'autre, aussi grande soit-elle.Cette fontion de orr�elation n'a pas �et�e alul�ee num�eriquement. Si e type d'ordre �etaitpr�esent dans le mod�ele d'�ehange multiple, nous aurions la même brisure de sym�etrie quela fontion VBS. Cette hypoth�ese est assez s�eduisante ar elle s'aompagne d'une formeexpliite de fontion d'onde. Elle fournit �egalement une expliation simple �a l'existene dugap magn�etique. Celui-i serait h�erit�e du gap magn�etique du mod�ele VBS sur r�eseau arr�eave des spins S = 2, mod�ele de d�epart pour la onstrution de la fontion d'onde quenous onsid�erons pour le r�eseau triangulaire ave des spins S = 12 . L'image serait elle dela formation spontan�ee de spin S = 2 �a partir desquels le syst�eme forme un �etat VBS ouphase de Haldane.Malgr�e ela, nous privil�egions l'interpr�etation topologique de la d�eg�en�eresene aud�etriment du point de vue VBS pour les raisons suivantes. L'�etat VBS impose une d�e-g�en�eresene 12 que nous n'observons pas jusqu'�a N = 36. Il faudrait pour la r�etablir dese�ets de taille onsid�erables (alors que l'�etat Fig. 5.12 n'est pas frustr�e par les onditionsp�eriodiques de l'�ehantillon 36). Par exemple, le plus �energ�etique des �etats singulets requispour la brisure de sym�etrie VBS est �a une �energie � = 3:612 au dessus du fondamental(k = 0, R2�=3 = j; j2, R� = 1). Compte tenu de la longueur de orr�elation mesur�ee dansle fondamental et du omportement de l'�energie du fondamental pr�esent�e Fig. 6.1, un e�etde taille apable de ramener et �etat �a l'�energie du fondamental est assez improbable. Deplus, le troisi�eme �etat exit�e du spetre N = 36 (hexagone Fig. 6.5) poss�ede les nombresquantiques k = 0, R2�=3 = 1, � = 1, R� = �1 qui ne sont pas ompatibles ave l'�etat



100 CHAPITRE 6. PHYSIQUE DE BASSE �ENERGIEVBS. Il faudrait aussi admettre que et �etat remonte �a plus haute �energie ave la taille dusyst�eme.
6.2 Exitations �el�ementairesQuand un syst�eme d�eveloppe de l'ordre de N�eel �a longue distane, la brisure spon-tan�ee de la sym�etrie SU(2) impose aux exitations de basse �energie d'être des bosons deGoldstone, les magnons. Sans ordre magn�etique, toutes sortes d'exitations exotiques sontpermises. Leur spin peut être 0, 12 ou 1, leur statistique bosonique, fermionique ou mêmeanyionique : : : Les exitations de basse �energie du liquide de spins que nous �etudions sontmagn�etiques et la question pos�ee est elle de leur spin. Apr�es avoir pos�e le probl�eme duon�nement des spinons, nous pr�esentons dans ette setion quelques donn�ees num�eriquesqui plaident en faveur d'exitations �el�ementaires de spin 1 et vers un on�nement desspinons.6.2.1 Spinons dans les liquides de spinsLes gaps que nous trouvons dans le seteur triplet et singulet signi�ent que es quasi-partiules sont massives. La tr�es faible densit�e d'�etats dans le seteur S = 0 jusqu'�a des�energies sup�erieures au gap de spin (voir le spetre N = 36 Fig. 6.5) est une indiationforte que les exitations portent un spin non nul. Par ailleurs, toutes les th�eories de liquidesde spins que nous avons �evoqu�ees (Tab. 6.1) poss�edent des exitations ave un spin 12(spinons) 9. Le spinon est en e�et un objet naturel dans une image RVB ourte port�eede la fontion d'onde. Il onsiste en un spin non appari�e dans une mer de dim�eres. Dansun �ehantillon pair, de tels d�efauts sont r�ees par paires. La question est de savoir si esspinons sont ou non on�n�es, 'est-�a-dire s'il est ou non favorable de les r�eer �a proximit�el'un de l'autre. Sur e point, la omparaison des th�eories mentionn�ees Tab. 6.1 sugg�ere quela frustration (r�eseau non bipartite) favorise le d�eon�nement. Des d�eveloppements �a Ngrand men�es par Read et Sahdev [104℄ onernant le mod�ele J1 � J2 � J3 sur le r�eseauarr�e vont �egalement dans e sens. Qu'en est-il du mod�ele d'�ehange multiple, et de quellesdonn�ees disposons-nous ?9 �A l'exeption du \hard-ore dimer model" de Rokhsar et Kivelson [115℄ dont les r�esonnons sontde spin nul. En l'absene de dopage, e mod�ele d�erit des degr�es de libert�e de dim�eres uniquement, il seplae don �a des �energies petites devant le gap de spin. Au-del�a de ette �energie, des spinons existent etpourraient être bosoniques [71℄.
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Mod�ele Param�etre Exitations Auteurs\Valene-bond solid" 2S = z bosons S = 12on�n�es Afflek et al. [4, 5℄Heisenberg SU(N !1) r�eseau arr�enon frustr�en = 0 mod z bosons S = 12on�n�es Read et Sahdev [103℄Heisenberg Sp(N !1) r�eseau kagomeet triangulaire bosons S = 12d�eon�n�es Sahdev [116℄Fontion d'onde NNRVBa bosonsS = 12 [101℄ Sutherland [132℄Liquide Chiral r�eseautriangulaire anyions S = 12d�eon�n�es Kalmeyer et Laughlin [70℄Liquide hiral anyions S = 12 Wen et al. [144℄Liquide ave ordre topo-logiqueb fermions S = 12 Wen [142℄\Quantum hard-ore di-mer model" V = J r�esonons S = 0.Pas de gap �aV = J . Gapprobable pourV < J . Rokhsar et Kivelson [115℄
a\Nearest Neighbor Resonating Valene-Bond"bM�ethode de hamp moyen SU(2) fermioniqueTab. 6.1: Quelques th�eories de liquides de spins en deux dimensions sans brisure desym�etrie spatiale. Toutes poss�edent un gap de spin.



102 CHAPITRE 6. PHYSIQUE DE BASSE �ENERGIE6.2.2 Relations de dispersionLe probl�eme du spin et de la statistique, est diÆile �a aborder par les diagonalisationsexates puisque ette m�ethode donne diretement le spetre des �etats �a N orps, et non lespropri�et�es �a une (quasi-)partiule. L'objet prinipal pour �etudier la dynamique est la fon-tion spetrale, transform�ee de Fourier en temps et en espae de la fontion de orr�elationdynamique < S�(0; 0)S�(x; t) >. Le ode employ�e au ours de e travail n'e�etue pasle alul de e fateur de struture dynamique ~S(q; !) mais le d�eveloppement d'un telprogramme permettrait de mieux omprendre les probl�emes pos�es ii. L'observation depis de quasi-partiules ou de strutures plus inoh�erentes renseignerait sur l'existene demodes. Cependant, l'interpr�etation de telles donn�ees num�eriques est parfois limit�ee parle tr�es faible nombre d'impulsions dans la zone de Brillouin 10 et par la disr�etisation duspetre de basse �energie (~S(q; !) est une somme de distributions Æ(! � !n)).Nous disposons par ontre de l'�energie des premiers �etats exit�es (�a N orps) en fontionde leur impulsion. La �gure 6.6 repr�esente la dispersion !S(k) des exitations triplets etsingulets dans la zone de Brillouin pour un �ehantillon �a 28 sites (le plus grand syst�emeave la sym�etrie de rotationR2�=3 pour lequel nous avons tous les niveaux de basse �energie)et 16 sites. Il apparâ�t que les exitations triplets de plus basse �energie (elles qui �xent lavaleur du gap de spin) se trouvent au voisinage du points k = 12A, en aord ave l'analyseque nous avons faite des orr�elations dans le fondamental.6.2.3 Exitations de spin 1 ou de spin 12 ?Par ailleurs, sur es deux �ehantillons et omme dans tous les autres syst�emes �etudi�es,les dispersions dans les seteurs S = 0 et S = 1 sont fortement orr�el�ees. Les minima de!S=1(k) o��nident ave les maxima de !S=0(k). Nous interpr�etons ette propri�et�e remar-quable omme la signature d'exitations de spin 1 plutôt que de spin 12 . Ave des spinonsd�eon�n�es, les �etats exit�es de spin 0 ou 1 s'obtiennent en peuplant le fondamental dedeux spinons. Dans la limite o�u ils interagissent peu, on obtiendrait la même dispersionpour les �etats S = 0 et S = 1. En revanhe, si les exitations �el�ementaires sont de spin1, les premiers �etats exit�es des seteurs S = 0 et S = 1 sont de nature di��erentes : �etats�a une partiule pour les un, et �a deux partiules pour les seonds. On onstate en par-tiulier sur N = 16, 28 (Fig. 6.6) et N = 24 (Fig. 6.7) que les minima de !S=0(k 6= 0)sont atteints pour l'impulsion k = 2k0, double de l'impulsion k0 du premier triplet. Laorr�elation entre spetres S = 0 et S = 1 se omprend qualitativement par des relationsdu type !S=0(k+k0) ' !S=1(k0)+!S=1(k), qui traduisent la ompositions des impulsions10Par exemple, le r�eseau triangulaire �a 28 sites le plus sym�etrique ne poss�ede que 6 impulsionsin�equivalentes par sym�etrie de rotation autour de l'origine. Le r�eseau �a 30 sites que nous avons �etudi�en'est pas invariant par rotation de 2�=3 autour de l'origine et il poss�ede 16 impulsions in�equivalentes.
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Fig. 6.6: Dispersion des �etats S = 1 (gauhe) et S = 0 (droite) �a J2=J4 = �2. Le rayondes erles est proportionnel �a !S(k) = E(S;k) � Emin(S) (�ehelle en bas �a gauhe). Lesroix indiquent l'impulsion de l'�etat de plus basse �energie dans son seteur de spin. Dansle seteur S = 0, la roix �a l'origine rappelle que le fondamental absolu est d'impulsionnulle.
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Fig. 6.7: Dispersion des �etats S = 1 (gauhe) et S = 0 (droite) �a J2=J4 = �2. Mêmesonventions que Fig. 6.6. Ces r�eseaux ne sont pas invariants par rotation de R2�=3, equi explique l'anisotropie de la dispersion. Cette anisotropie met en lumi�ere la orr�elationentre la dispersion des �etats singulets et elle des triplets, en partiulier sur l'�ehantillonN = 24 = 6� 4 o�u les impulsions des triplets les moins �energ�etiques sont elles o�u le gapsingulet est maximal. Cei trouve une expliation naturelle si les exitations �el�ementairesposs�edent un spin S = 1 (f. texte).
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Fig. 6.8: �Energie de liaison de 2 spinons, �evalu�ee �a partir des �energies des tailles N etN � 1 (J2=J4 = �2).de deux triplets.Un �ehantillon de taille �nie n'autorise pas les transitions ave �S = �12 , mais onpeut �evaluer le oût �energ�etique !S= 12 d'un spinon isol�e en omparant les �energies d'unsyst�eme �a 2p sites �a elle d'un syst�eme �a 2p + 1 sites. On suppose que le fondamental dusyst�eme impair a l'�energie du syst�eme pair (orrig�ee d'un fateur 2p+12p pour tenir omptede l'extensivit�e) plus l'�energie !S= 12 d'un spinon :EN=2p+1S= 12 = 2p+ 12p EN=2pS=0 + !S= 12 (6.8)Si on dispose des spetres pour N = 2p et N 0 = 2p� 1 on doit soustraire l'�energie duspinon �a l'�energie du syst�eme impair :EN=2pS=0 = 2p2p� 1 �EN=2p�1S= 12 � !S= 12� (6.9)En omparant la valeur de 2!S= 12 au gap de spin !S=1 = EN=2pS=1 � EN=2pS=0 du syst�emepair, on obtient une estimation de l'�energie de liaison de deux spinons. Ce alul n'estvalable que lorsque les e�ets de tailles ne sont plus trop importants. Pour limiter es e�ets,nous hoisissons dans le diagramme \E=N versus gap de spin" (Fig. 4.12 page 72) lesouples de syst�emes 2p; 2p � 1 les plus prohes. Cette proximit�e nous assure que malgr�eleurs di��erenes de g�eom�etries, les syst�emes sont les plus semblables possibles. La valeurde l'�energie de liaison !S=1 � 2!S= 12 est pr�esent�ee Fig. 6.8. �A l'exeption des deux pluspetites tailles N = 15; 16, l'�energie de liaison est n�egative et du même ordre de grandeur,en valeur absolue, que le gap de spin. Cette grande frustration des syst�emes impairs signaleune forte attration entre spinons. C'est un nouvel argument en faveur de l'hypoth�ese duon�nement des spinons.
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Chapitre 7Champ magn�etique ext�erieurLe omportement sous hamp magn�etique du mod�ele d'�ehange multiple sur le r�eseautriangulaire est assez exotique. Au lieu d'une aimantation qui rô�t lin�eairement ave lehamp appliqu�e, le syst�eme pr�esente deux plateaux d'aimantation �a M=Msat = 0 et 12 .D'une mani�ere remarquable, le deuxi�eme plateau existe aussi bien pour les mod�eles despins lassiques [94℄ que quantiques [91, 94℄. Ce dernier onstitue un des tous premiersexemples de plateau quantique en deux dimensions pour M=Msat > 0 1.On omprend une telle absene de r�eponse au hamp quand elle trouve son originedans un gap de spin quantique. On trouve des exemples de plateaux dans les �ehelles despins. Les donn�ees exp�erimentales sur le ompos�e Cu2(C5H12N2)2Cl4 (�ehelles de spins 12�a deux montants) [31℄ mettent en �evidene un plateau �a M=Msat = 0. Dans le ompos�e �adouble hâ�ne NH4CuCl3, Shiramura et al. [123℄ mesurent deux plateaux �a M=Msat =14 et M=Msat = 34 2. Du point de vue th�eorique, de nombreux auteurs ont �etudi�e lesplateaux dans les syst�emes unidimensionnels [24, 57, 59, 136℄. En dimension un, les plateauxpeuvent le plus souvent être ompris qualitativement dans une image de ouplage fort [62℄o�u l'aimantation est essentiellement d�erite par e qui se passe �a l'int�erieur d'une ellule�el�ementaire omprenant un petit nombre de spins (les spins d'un barreau de l'�ehelle parexemple). La situation est plus omplexe pour les r�eseaux de Bravais en deux dimensionso�u l'�equivalene de tous les sites ne laisse auune ellule �el�ementaire. Dans es situations,la raison pour laquelle les plateaux apparaissent �a des valeurs rationnelles de l'aimantationest plus obsure.1L'autre exemple est le mod�ele XXZ sur le r�eseau triangulaire [35, 61℄. Des mod�eles o�u des ompos�esave des plateaux existent quand les ouplages ne forment pas un r�eseau de Bravais. Citons par exemple leompos�e SrCu2(BO3)2 [68℄ o�u trois plateaux �a M=Msat = 0, M=Msat = 18 et M=Msat = 14 sont observ�es.Dans e as, la maille �el�ementaire du ristal omprend quatre spins 12 et le fondamental est, en bonneapproximation, un produit de dim�eres.2L'origine de es plateaux, n'est pas ompl�etement �eluid�ee, elle pourrait être reli�ee aux ouplagestridimensionnels [75℄.



108 CHAPITRE 7. CHAMP MAGN�ETIQUE EXT�ERIEURCe hapitre ommene par des remarques g�en�erales et �el�ementaires. Nous rappelonsle lien entre aimantation et spetre en hamp nul, puis nous donnons des onditionsn�eessaires �a l'apparition d'un plateau : olin�earit�e pour les spins lassiques et le rit�ered'Oshikawa [100℄ pour les as quantiques unidimensionnels. Apr�es e rapide tour d'hori-zon, nous pr�esentons les r�esultats num�eriques sur l'aimantation du mod�ele d'�ehange mul-tiple, faisons une analyse du plateau et de l'�etat fondamental �a M=Msat = 12 et omparonsau as lassique �etudi�e par Momoi et al. [94℄.7.1 G�en�eralit�es sur les plateaux d'aimantationNous donnons quelques points de rep�ere simples sur les spins dans un hamp magn�etiqueuniforme ext�erieur �a temp�erature nulle. Comment la ourbe d'aimantation est reli�ee auspetre en hamp nul ?7.1.1 R�eponse magn�etique et spetre �a hamp nulNotons e(m) l'�energie par site du syst�eme en fontion de son aimantation normalis�eem = MMsat . Cette fontion est donn�ee par le spetre en hamp nul, par exemple tel quele donnent les diagonalisations dans haque seteur de spin total S ( e(m) = 1NE(S =mN2 )). La ourbe d'aimantation m(B) est obtenue en minimisant E(S)�BS, 'est-�a-diree(m)� 12Bm, soit 3 : �e�m = 12B (7.1)Quant �a la suseptibilit�e par site, elle vaut � = 1N �S�B = 12 � �2e�m2��1. �A la limite ther-modynamique, l'aimantation est enti�erement d�etermin�ee par la donn�ee de la grandeurintensive e(m), que le syst�eme soit quantique ou lassique.Ordre de N�eelIl peut être utile d'avoir un exemple simple omme point de rep�ere. Nous avons vu auhapitre 3 qu'un syst�eme ave de l'ordre de N�eel poss�ede un spetre du type :E(S) ' S(S + 1)2N�0 (7.2)3Sous r�eserve que e(m) soit d�erivable. C'est justement quand e n'est pas le as qu'un plateau d'aiman-tation apparâ�t.
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0 BFig. 7.1: R�eponse magn�etique d'un spetre e(m) � m2.de sorte que : e(m) = m28�0 (7.3)et l'aimantation est lin�eaire en B : m(B) = 2�0B. �A partir de e omportement \standard"(Fig. 7.1), plusieurs sortes de d�eviations peuvent exister, donnant lieu �a des plateaux etdisontinuit�es (m�etamagn�etisme) dans m(B).Plateaux et m�etamagn�etismeVoii quelques s�enarii typiques :� Plateau d'aimantation m = 0. Cei �equivaut �a �e�m jm=0+ > 0 et �a l'existene d'ungap de spin. L'aimantation ne ommene �a rô�tre qu'�a un hamp B1 > 0 (Fig. 7.2).Suivant les as, il peut s'agir d'une transition ritique ou du premier ordre.Par exemple, si le d�eveloppement de e(m) �a m petit donne : e(m) = 12�m+ 12amn+o(mn) ave a > 0, alors l'aimantation au voisinage de la transition �a B1 = � seram(B = �+ ÆB) = �(ÆB)( 1anÆB) 1n�1 . Dans une hâ�ne de spins 1 o�u m � pÆB [118℄,nous avons n = 3 et le syst�eme est ritique �a B = �.Par ontre, un saut d'aimantation �a B = B1 orrespond �a e(m) onave : e(m) =12�m+ 12amn ave a < 0. Dans e as, le gap de spin � n'est pas reli�e au hamp B1de la transition du premier ordre.� Plateau d'aimantation pour B 2 [B1; B2℄ �a m > 0 (exemple Fig. 7.3). C'est laons�equene d'une disontinuit�e dans �e�m . Comme au as pr�e�edent, les transitions �aB1 et B2 peuvent être ritiques ou bien du premier ordre.� M�etamagn�etisme. Une onavit�e dans e(m) entrâ�ne un saut d'aimantation (Fig. 7.4).C'est une transition du premier ordre.
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7.1. G�EN�ERALIT�ES SUR LES PLATEAUX D'AIMANTATION 111e(m) est la grandeur naturelle pour �etudier la r�eponse �a un hamp uniforme, que lesspins soient lassiques ou quantiques. �A la notion de \gap", purement quantique, on peutsubstituer la grandeur intensive �e�m jm+0 � �e�m jm�0 qui est aussi d�e�nie pour des spins las-siques.7.1.2 Spins lassiques : ondition de olin�earit�e�Etat non olin�eaireUn plateau d'aimantation apparâ�t quand la d�eriv�ee de e(m) est disontinue. Maisune telle disontinuit�e n'est possible que pour ertaines on�gurations des spins : il estn�eessaire que les spins soient olin�eaires �a la diretion du hamp magn�etique.Cette propri�et�e se montre simplement. Supposons que le fondamental 	0 pour l'aiman-tation m0 ne soit pas un �etat olin�eaire. Montrons que e(m) est d�erivable en m0 et qu'il n'ya don pas de plateau d'aimantation �a m0. 	0 n'�etant pas olin�eaire, il existe un nombremarosopique de spins qui ne sont pas align�es ave l'axe, disons z, du hamp. On peutdon hoisir un nombre marosopique de spins qui pointent dans un petit angle solidene omprenant pas la diretion z. On tourne es spins d'un angle � autour de l'axe x ouy pour obtenir un nouvel �etat 	(�). Cette onstrution nous assure que l'aimantation de	(�) varie lin�eairement 4 en � :m(�) = m0 + a� +O(�2) ; a 6= 0 (7.4)	(�) n'est a priori pas le fondamental pour l'aimantation m(�) mais son �energie 5 este(	(�)) = e(m0) + O(�) et don e(m(�)) � e(m0) + O(�). Ave l'�equation (7.4) nousobtenons : e(m) � e(m0) +O(m�m0) (7.5)Puisque le syst�eme atteint l'aimantationm0, il n'y a pas de transition m�etamagn�etiqueau voisinage de m0. Par ons�equent e(m) est onvexe au voisinage de m0. D'autre part,une majoration omme elle de l'�equation (7.5) impose la d�erivabilit�e en m = m0 pour unefontion onvexe : �e�m jm=m�0 = �e�m jm=m+0 . Il n'y a don pas de plateau �a m0.�Etat olin�eaire�A l'inverse, quelles sont les onditions pour la r�ealisation d'un plateau ? Bien sûr, lefondamental doit être olin�eaire. Reprenons une d�eformation de et �etat, param�etr�ee par4Si 	0 �etait olin�eaire, toute rotation d'une partie des spins ne modi�erait l'aimantation que par destermes en os(�) : m(�) = m0 + b�2 +O(�3).5Nous supposons que l'�energie est une fontion d�erivable des angles entre spins.



112 CHAPITRE 7. CHAMP MAGN�ETIQUE EXT�ERIEURun angle �, et examinons le as m0 > 0. Maintenant nous avons :m(�) = m0 + ��2 +O(�4) ; � 6= 0 (7.6)Pla�ons-nous �a nouveau dans un as o�u e(m) est onvexe, 'est-�a-dire sans m�etamagn�etisme.e(m) est alors d�erivable �a gauhe et �a droite et il y a un plateau si seulement si �e�m jm�0 <�e�m jm+0 . La valeur de �, en partiulier son signe, d�epend de la transformation hoisie. Ilexiste des transformations qui diminuent, et d'autre qui augmentent m (suivant qu'ellesagissent plutôt sur le sous-r�eseau " ou #). Ne prenons plus une d�eformation in�nit�esimalearbitraire, mais les deux familles de d�eformations optimales, D+(�) et D�(�), qui aug-mentent et diminuent l'aimantation. � n'est plus for�ement l'angle que l'on impose �a unsous-r�eseau et peut-être un param�etrage plus ompliqu�e d'�etats voisins de 	0 (une ondede spin par exemple). Elles d�eforment 	0 en 	+(�) et 	�(�), qui sont respetivement lesfondamentaux pour les aimantations m+(�) = m0+ �+�2+ � � � et m�(�) = m0+ ���2+ � � �ave �+ > 0 et �� < 0. Puisque e(m) est d�erivable �a gauhe et �a droite de m0, e(	+(�)) ete(	�(�)) varient �egalement en O(�2) au voisinage de z�ero. Ces �energies s'�erivent :e(	+(�)) = e0 + a+�2 +O(�3)e(	�(�)) = e0 + a��2 +O(�3) (7.7)Et don : e(m0 + �+�2) = e0 + a+�2 +O(�3) ; �+ > 0e(m0 + ���2) = e0 + a��2 +O(�3) ; �� < 0 (7.8)On remarque que e(m) est une fontion roissante de m, par ons�equent les oeÆients a+et a� satisfont a+ � 0 et a� � 0. On trouve �nalement les d�eriv�ees �a gauhe et �a droitede m0 > 0 : �e�m jm=m+0 = a+�+�e�m jm=m�0 = a��� (7.9)La ondition n�eessaire et suÆsante pour que l'�etat olin�eaire 	0 soit le fondamental d'unplateau d'aimantation est don que a��� < a+�+ . Elle signi�e une di��erene de rigidit�e entreles transformations qui augmentent et elles qui abaissent l'aimantation.�Etat olin�eaire d'aimantation nulleSi le syst�eme poss�ede la sym�etrie O(3) 6, il ne peut pas y avoir de plateau d'aimantation�a m0 = 0, quelles que soient les interations �a ourte port�ee et d�erivables dans les angles6Il suÆt, en fait, d'une sym�etrie O(2) autour d'un axe qui n'est pas elui du hamp appliqu�e.



7.1. G�EN�ERALIT�ES SUR LES PLATEAUX D'AIMANTATION 113entre spins. C'est une ons�equene de la ondition de olin�earit�e. Un plateau n'est possibleque lorsque tous les fondamentaux d'aimantation mz = 0 sont olin�eaires �a l'axe z duhamp. Or, par rotation autour de l'axe x ou y, on peut en obtenir qui ne sont le sont pas.Ils ont une suseptibilit�e �z non nulle. On retrouve le fait que e(m) n'est pas lin�eaire maisquadratique �a m! 0 pour un �etat antiferromagn�etique de N�eel.7.1.3 Plateaux pour des spins quantiquesEn r�esum�e, un plateau d'aimantation �a m0 > 0 se produit dans un syst�eme lassiquesi les fondamentaux d'aimantation m0 sont des �etats olin�eaires dont les raideurs pour lesexitations Æm > 0 et Æm < 0 sont di��erentes. Qu'en est-il dans le as quantique ?Plateau quantique �a m = 0 et gap de spinUn plateau �a m = 0 signi�e que e(m) est lin�eaire e(m) = 12�m+O(m2). Cei impliquemath�ematiquement l'existene �a la limite thermodynamique d'un nombre marosopiquede gaps � ' EN (S + 1) � EN(S) arbitrairement prohe de �.7 Dans e point de vue, legap de spin mirosopique E(S = 1) � E(S = 0) peut être di��erent du gap � = 2 �e�mobservable par la largeur du plateau d'aimantation 8.En revanhe, un argument physique permet de omprendre pourquoi le premier gap despin E(S = 1) � E(S = 0) est en g�en�eral �egal au gap magn�etique 2 �e�m . Un gap de spinnon nul est reli�e �a une longueur de orr�elation � �nie (� � 1� pour �xer les id�ees), longueurqui arat�erise aussi l'�etendue spatiale des premi�eres exitations magn�etiques. On peutpeupler le fondamental d'une densit�e faible mais �nie n � 1 de es exitations loalis�ees,sans qu'elles interagissent notablement. Si es exitations portent un spin S0 = 12 ou 1 etont haune une �energie �0, l'�etat de densit�e n a l'�energie E ' E0 + nN�0 (N nombretotal de sites). Son spin vaut au maximum S = nNS0. On trouve E(S) ' E0 + SS0�0 et7Posons �S(N) = EN (S+1)�EN(S). Alors e(m) = 12�m+O(m2) signi�e que limN!1 EN (S=mN2 )N =12�m + O(m2). On a don limN!1 EN (S=mN2 +1)�EN (S=mN2 )N = �N + 1NO(m). L'assertion rigoureuse surl'existene d'un in�nit�e de gaps est don : limm!0 limN!1�S=mN2 (N) = �.8Voii un exemple de spetre ave un gap de spin �ni mais sans auun plateau d'aimantation �a la limitethermodynamique : E(S) = ��ÆS;0 + S(S + 1)2N�0 (7.10)Pour e spetre, m(B) = 2�0B �a la limite N !1. Plus pr�eis�ement : limB!0 limN!1 mB = 2�0. Il est enfait faile de onstruire toutes sortes de spetres pathologiques. Par exemple E(S) = �(S � ÆS;1) n'a pasde gap (E(S = 0) = E(S = 1) = 0) mais il poss�ede, toujours �a la limite thermodynamique, un plateaud'aimantation. Seule l'�energie intensive e(m) d�etermine l'aimantation pour N =1, et des gaps en nombre�ni, i.e. � O(N0), n'ont pas d'inidene sur m(B).



114 CHAPITRE 7. CHAMP MAGN�ETIQUE EXT�ERIEUR�e�m = 12S0�0. Chaque fois que les exitations �el�ementaires ont un spin non nul 9 et une�etendue spatiale �nie, le gap de spin est identique au gap magn�etique.Condition d'OshikawaQue reste-t-il de la ondition de olin�earit�e que nous avons d�emontr�ee dans le asde spins lassiques ? Oshikawa et al. [100℄ ont trouv�e une g�en�eralisation du th�eor�emeLSM [83℄ qui montre qu'un plateau dans une hâ�ne de spins S ne peut se produire qu'�ades valeurs de l'aimantation par site M z = 1NSztot v�eri�ant :n(S �M z) 2 Z (7.11)o�u n est la p�eriode du fondamental, qui peut r�esulter d'une brisure expliite ou spontan�eede l'invariane par translation. Cette ondition n'est pas restreinte au as des hâ�nes, elleest aussi pertinente dans les as des �ehelles [25℄. Nous rappelons ii la d�emonstration.Elle onsiste �a appliquer sur le fondamental j	0> d'une hâ�ne p�eriodique de N sites unop�erateur U d�e�ni par : U = exp "2�iN N�1Xx=0 xSzx# (7.12)et on pose : j	0>= U j	0> (7.13)Pour un hamiltonien H ave des interations �a ourte port�ee qui onservent Sztot, onv�eri�e que <	0jH � BSztotj	0>=<	0jH � BSztotj	0> +O( 1N ). Par ailleurs, l'impulsion dej	0> di��ere de elle de j	0>. Si T est la translation d'un site, alors TSzxT�1 = Szx+1 mod N .Commuter U ave la translation T donne don :TUT�1 = exp "2�iN N�1Xx=0 xSz(x+1 mod N)# (7.14)= exp "2�iN N�1Xx=0 xSzx � 2�iN N�1Xx=0 Szx + 2i�Szx=0# (7.15)= U exp [2i�(Szx=0 �M z)℄ (7.16)o�u M z = 1NSztot. Si j	0> est d'impulsion k0, alors Eq. (7.16) montre que j	0> est d'im-pulsion k0 = k0 + 2�(S �M z). Quand le fondamental brise l'invariane par translation etqu'il est n fois d�eg�en�er�e, les impulsions des fondamentaux sont : ki = 0; 2�n ; � � � ; (n� 1)2�n9Une �etude du omportement ritique en dimensions 1 et 2 d'un syst�eme o�u les exitations sont desbosons de spin 12 ou 1 est disut�e par Sahdev et al. [118℄



7.1. G�EN�ERALIT�ES SUR LES PLATEAUX D'AIMANTATION 115(et n vaut 1 s'il n'y a pas de brisure de sym�etrie). Mais si n(S �M z) n'est pas un entier,l'impulsion k0 ne fait pas partie de l'ensemble des impulsions ki des fondamentaux. L'�etatj	0> est don orthogonal au fondamental et signale l'existene d'un mode de basse �energie.Puisque U ommute ave Sztot, j	0> poss�ede la même aimantation que j	>, et il ne ontre-dit pas enore la possibilit�e d'un plateau �a M z. Pour qu'il n' y ait pas de plateau, il fautdes exitations de basse �energie dans des seteurs d'aimantation di��erents. Cependant, ons'attend en g�en�eral �a e qu'un mode de basse �energie se traduise par des �etats prohes dufondamental dans le même seteur de spin et dans les seteurs de spin di��erents 10. C'esten tout as le r�esultat auquel aboutit, en dimension un, l'approhe par bosonisation [100℄.Un plateau n'est don possible que lorsque l'�equation (7.11) est satisfaite. Signalons pouronlure e paragraphe sur le rit�ere d'Oshikawa qu'il ontient la onjeture de Haldaneomme le as partiulier o�u M z = 0 : un gap de spin n'est possible que lorsque nS estentier.Colin�earit�e dans le as quantiqueIl est int�eressant de noter que ette ondition ressemble �a la ondition de olin�earit�e dux 7.1.2. Supposons qu'un �etat soit olin�eaire et poss�ede p spins vers le bas et n � p spinsvers le haut dans haque ellule �el�ementaire. Dans et �etat updn�p, le moment magn�etiqued'une ellule est nM z = (n� p)S � pS et on trouve :n(S �M z) = 2pS 2 Z (7.17)Dans le as de spins 12 , ette ondition est �equivalente �a Eq. (7.11). Par ontre, si le spinest sup�erieur �a 12 , la ondition de olin�earit�e (7.17) est plus restritive que (7.11). Pourn = 2 et S = 1 par exemple, les plateaux permis par l'�equation (7.11) sont M z = 0; 12 et 1.Par ontre, la ondition (7.17) n'autorise que M z = 0 et 1. Plus simplement enore, le gapde spin de la phase de Haldane viole le rit�ere lassique puisqu'il orrespond �a S = 1,M z = 0 et n = 1.Peut-on utiliser l'argument lassique de olin�earit�e pour des spins quantiques ? Si un�etat quantique n'est pas olin�eaire, dans le sens o�u il poss�ede un sous-r�eseau ave uneaimantation transverse marosopique, l'argument lassique est valable et il n'y a pas deplateau, quelle que soit la dimension d'espae. Il n'y a, �a notre onnaissane, que deuxsyst�emes quantiques bidimensionnels qui exhibent des plateaux d'aimantation �a m0 > 0,dans les deux as, il s'agit d'�etats olin�eaires : plateau �a m = 13 du mod�ele XXZ sur r�eseautriangulaire [35, 61, 98, 133℄ et du mod�ele d'�ehange multiple sur le r�eseau triangulaire (etravail [91℄ et R�ef. [94℄). La olin�earit�e n'est pas restreinte au as d'une sym�etrie O(3)dans le as lassique, et elle ne semble pas non plus l'être dans le as de spins 12 . En10On remarque toutefois qu'il existe des situations o�u un ontinuum d'exitations �Mz = 0 n'est pasaompagn�e d'exitations �Mz = �1, par exemple dans le mod�ele d'Heisenberg sur le r�eseau kagome [140℄.



116 CHAPITRE 7. CHAMP MAGN�ETIQUE EXT�ERIEURpartiulier, si les ouplages sont de type XXZ, les plateaux, s'il y en a, doivent orrespondre�a des on�gurations de spins olin�eaires au hamp, qu'il soit transverse ou longitudinal parrapport �a Z 11.Contrairement au as lassique, un �etat quantique peut n'avoir auune aimantationmarosopique transverse, sans pour autant satisfaire le rit�ere (7.17). Il s'agit par exempled'�etats o�u les orr�elations dans le plan perpendiulaire au hamp sont �a ourte port�ee.L'analyse qui pr�e�ede nous enseigne qu'un plateau qui satisfait le rit�ere d'OshikawaEq. (7.11) mais sans satisfaire le rit�ere quasi-lassique Eq. (7.17) est n�eessairement dansette at�egorie. Cette distintion (pour les spins entiers) n'est pertinente qu'en dimensionsup�erieure ou �egale �a deux puisqu'en dimension 1, on s'attend, �a ause des utuations, �ane jamais trouver d'aimantation marosopique en dehors de la diretion du hamp.7.2 Aimantation du mod�ele d'�ehange multiple7.2.1 Plateau �a m = 12Nous revenons ii au mod�ele d'�ehange multiple sur le r�eseau triangulaire. L'�energieen fontion de l'aimantation est pr�esent�ee Fig. 7.5.a pour les tailles N = 16; 20; 24 et 28.La propri�et�e la plus remarquable est la disontinuit�e dans la pente �a m = 12 . Cette dis-ontinuit�e, onform�ement au sh�ema Fig. 7.3, entrâ�ne un plateau dans l'aimantation enfontion du hamp magn�etique appliqu�e (Fig. 7.5.b). La largeur du plateau varie relative-ment peu ave la taille du syst�eme et il persiste �a la limite thermodynamique. Autre faitremarquable, Kubo etMomoi, qui ont �etudi�e le mod�ele d'�ehange multiple lassique [77℄,trouvent un plateau d'aimantation pour la même valeur m = 12 12. Ce plateau persistedans une grande gamme de param�etres. La �gure 7.6 montre que pour ertaines valeursdes fr�equenes d'�ehange, le plateau peut aller jusqu'�a ouper la majeure partie de l'in-tervalle de r�eponse magn�etique. �A la suite des arguments du x 7.1.3 sur les ontraintesqui p�esent sur le fondamental d'un plateau d'aimantation, il n'est pas tr�es surprenant deonstater que l'aimantation du plateau n'est pas a�et�ee par les utuations quantiques etque l'�etat fondamental est de struture olin�eaire.11Le mod�ele XY pour des spins 12 onstitue un exemple [133℄. Un plateau existe en hamp transverse�a T = 0 pour un �etat ferrimagn�etique olin�eaire au hamp (m = 13 ). Il n'a en revanhe pas de plateauquand le hamp est appliqu�e suivant z. D'un autre ôt�e, si les interations antiferromagn�etiques ont uneanisotropie de type Ising, alors un plateau �a m = 13 se produit pour un hamp dans l'axe Ising [98℄.12On remarque que les ourbes d'aimantation alul�ees pour N = 16 et N = 18 sur le r�eseau arr�e avedes �ehanges �a deux et quatre orps pr�esentent un plateau similaire [111, 112℄. Cette hypoth�ese n'est pasdisut�ee par les auteurs, mais il se pourrait que le plateau persiste �a la limite thermodynamique (voir aussila note 30 de [94℄).



7.2. AIMANTATION DU MOD�ELE D'�ECHANGE MULTIPLE 117

Fig. 7.5: e(m) etm(B) pour J2 = �2 et J4 = 1. Les ourbes d'aimantation pourN = 16; 20et N = 28; m � 12 ont �egalement �et�e obtenues ind�ependamment par Momoi et al. [94℄.Le ourbe �a temp�erature �nie pour N = 24 souligne la stabilit�e du plateau vis-�a-vis desutuations thermiques.

Fig. 7.6: m(B) pour J2 = �2, J4 = 1, J5 = 0:2, J6 = 0:08
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Fig. 7.7: �Etat uuud �a quatre sous-r�eseaux7.2.2 �Etat uuudKubo et Momoi trouvent que le fondamental lassique �a m = 12 est l'�etat �a quatresous-r�eseaux uuud dessin�e Fig. 7.7. Cet �etat est olin�eaire. Il poss�ede une maille �el�ementairede quatre sites et satisfait le rit�ere Eq. (7.17). Les diagonalisations exates montrent quele fondamental quantique �a m = 12 est �egalement et �etat �a quatre sous-r�eseaux, habill�e deutuations quantiques. Momoi et al. ont e�etu�e une �etude par diagonalisations exatesdu mod�ele J2�J4 et sont arriv�es ind�ependamment �a la même onlusion [94℄. Les donn�eesnum�eriques qui onduisent �a identi�er le fondamental S = N=4 omme un �etat uuud sontles suivantes (de la plus simple �a, nous semble-t-il, la plus onvainante) :� Nous n'observons de plateau d'aimantation que sur les syst�emes o�u onditions auxbords p�eriodiques ne frustrent pas la struture �a quatre sous-r�eseaux. Dans les asontraires, le fondamental du seteur S = N=4 poss�ede un �energie E=N beauoupplus �elev�ee.� Les orr�elations dans le fondamental S = N4 indiquent que l'�etat quantique est prohede la struture lassique uuud. �A distane jj� ij = 2 par exemple, on trouve une tr�esforte orr�elation ferromagn�etique, �a plus de 80% de la valeur lassique maximale 13.� L'�energie quantique ( 1NEN=28(S = N=4) = �3:518 pour J2 = �2; J4 = 1) n'est pastr�es �eloign�ee de la valeur lassique de l'�etat uuud (ECuuud = �3:), si on la ompare �ae qui se passe pour S = 0 ( 1NEQ(S = 0) = �4 tandis que le fondamental vaut -3. Ladi��erene reste importante, elle nous rappelle que l'�etat uuud n'est pas �etat propreexat de l'hamiltonien.� Les nombres quantiques du fondamental �a S = N4 permettent de onlure �a unebrisure spontan�ee de l'invariane par translation. La �gure 7.8 montre un spetre auvoisinage de S = N=4 = 7 pour 28 sites. Le fondamental de spin S = 7 orrespond �a13< ~Si � ~Sj >= 0:180; 0:183; 0:202 suivant la diretion pour N = 24, e r�eseau n'ayant pas la sym�etrieR2�=3. Momoi et al. [94℄ estiment, d'apr�es une analyse de taille �nie sur N = 12; 16; 20; 24 et 28, que lar�edution de l'aimantation des sous-r�eseaux est de 10% pour les trois sous-r�eseaux u et de 30% pour lesous-r�eseau d.



7.2. AIMANTATION DU MOD�ELE D'�ECHANGE MULTIPLE 119deux niveaux d'�energie quasiment d�eg�en�er�es (E = �98:475 pour 5 et E 0 = �98:505pour �) qui orrespondent �a quatre �etats dont les nombres quantiques sont k =0;R� = 1 et k = A1;2;3, R� = 1 (3 fois d�eg�en�er�e par sym�etrie de rotation R2�=3).Les sym�etries de es niveaux indiquent : un spin total S = N=4, une d�eg�en�eresenequatre, l'invariane par rotation de � autour d'un site et par translation de deux pasdans n'importe quelle diretion. Par ontre, une ombinaison lin�eaire de es quatre�etats brisera l'invariane par translation d'un pas et la rotation R2�=3. Ces propri�et�essont pr�eis�ement elles qui arat�erisent les (quatre) �etats uuud.Losanges de spin 1Au hapitre 5, nous avons propos�e une interpr�etation semi-qualitative de la struture dela fontion d'onde �a hamp nul omme le r�esultat du ouplage de fontions d'ondes loalesde quatre spins (losanges) portant un spin S = 1 (x 5.3). Ce point de vue est non seulementoh�erent ave le plateau d'aimantation, mais il peut aussi en �elairer l'origine. Si, ommenous le sugg�erons, le seteur S = 1 d'un losange est s�epar�e du seteur S = 2 par un gap, leplateau �a m = 12 en est une ons�equene naturelle. Sans auun losange dans un �etat de spinS = 2, il est possible d'atteindre des aimantations totales entre m = 0 et 12 . Par ontre,pour d�epasser m = 12 , au moins un groupe de quatre spins doit être ferromagn�etique, e quiontraint �a sortir du sous-espae des �etats engendr�es par les pavages de losanges de spin 1.Ce point de vue est similaire �a l'interpr�etation de Momoi et al. [94℄, o�u le gap loal quis�epare les seteurs Sz = 1 et Sz = 2 d'un losange est formul�e omme une r�epulsion entreles spins # (en nombre ' N=4) qui se d�eplaent au milieu de spins " (en nombre ' 3N=4).L'�etat uuud est alors un ristal de spins # (\harge-density wave").Il faut noter que, dans notre point de vue, l'�etat uuud apparâ�t omme l'alignement desmoments S = 1 de tous les losanges. Cei n'est pas exat si on prend le terme \losange despin 1" dans le sens strit de l'�equation (5.2) page 82. Ne serait-e que pare qu'un pavagede losanges de e type est douze fois d�eg�en�er�e, e qui n'est pas le as de l'�etat uuud. Parontre, on peut onevoir un proessus de renormalisation du spetre e�etif d'un losange,entrâ�n�e par la polarisation des losanges voisins, de sorte que sous hamp magn�etique,l'�etat stable d'un losange passe progressivement du seteur de spin total S = 1 �a un �etatde Sz = 1 (de type """#). On retrouve alors l'�etat uuud �a quatre sous-r�eseaux.7.2.3 Comparaison lassique/quantiqueLes fondamentaux lassiques et quantiques sont don tr�es semblables �a m = 12 . Onsait pourtant que le fondamental S = 0 quantique (liquide de spins) est tr�es di��erentd'un �etat lassique. Comment s'op�ere la d�eformation de e(m) du lassique au quantique ?Pour les param�etres J2=J4 = �2, Momoi et al. [94℄ montrent que le fondamental poss�ede
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Fig. 7.8: Spetre N = 28, J2 = �2, J4 = 1 pour S = 4; � � � ; 9. Seuls les deux premiersniveaux de haque RI sont repr�esent�es. La quasi-d�eg�en�eresene du fondamental �a S = 7est la signature de la brisure de sym�etrie spatiale de l'�etat uuud. La di��erene importanteentre les gaps de spins E(S + 1) � E(S) pour S < Smax=2 = 7 et S � Smax signale unedisontinuit�e dans la pente �e�m �a m = 12 .
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mFig. 7.10: e(m) et m(B) quantiques au voisinage de J2 = �2; J4 = 1 : �eventualit�e d'unplateau m = 0 plus petit que le gap �.7.2.4 Physique �a hamp faiblePour l'aimantation �a bas hamp, la �gure 7.9 n'est qu'un des deux s�enarii possibles.Les syst�emes N = 20 et 24, ontrairement �a 28, pr�esentent un saut d'aimantation de m = 0�a m = 12 qui s'apparente �a une transition m�etamagn�etique du premier ordre. Dans e as,l'allure de e(m) et m(B) est reproduite sh�ematiquement Fig. 7.10. On y remarque que lalargeur du plateau �a m = 0 est di��erente du gap de spin donn�e par la pente �e�m �a l'origine.Les donn�ees num�eriques ne permettent pas de d�eider lequel de es deux omportementssurvit �a la limite thermodynamique. D'un point de vue th�eorique, 'est la possibilit�e d'unetransition ritique pour un hamp magn�etique �egal au gap de spin qui est la plus rihe(N = 28 et Fig. 7.9). Si les exitations �el�ementaires de l'�etat non magn�etique en hampnul sont e�etivement bosoniques, omme sugg�er�e au paragraphe 6.2, l'approhe de latransition sous hamp magn�etique de Sahdev, Senthil et Shankar [118℄ pr�edit laforme de l'aimantation au voisinage du hamp ritique B0 = �. �A temp�erature nulle et endimension deux, ils obtiennent :m(B = �+ ÆB) � ÆB log 1ÆB (7.18)Malheureusement, l'importante disr�etisation de l'aimantation sur les syst�emes de petitetaille rend impossible la validation de e type de omportement ritique par des diagona-lisations exates, surtout dans le as d'�eventuelles orretions logarithmiques.



7.3. CONCLUSIONS 1237.3 ConlusionsDans e hapitre, nous avons disut�e le omportement du syst�eme dans un hampmagn�etique ext�erieur, et, en partiulier, l'existene de plateaux d'aimantation �a m = 0et m = 12 . Pour ela, nous nous sommes int�eress�es au probl�eme plus g�en�eral de la ourbed'aimantation d'un syst�eme de spins �a temp�erature nulle.Nous avons rappel�e omment, en dimension un, le rit�ere d'Oshikawa et al. fournit uneontrainte de nature topologique sur les valeurs possibles de l'aimantation dans un plateau.Ce rit�ere est une g�en�eralisation �a aimantation �nie du th�eor�eme de Lieb, Shultz etMattis [83℄ (LSM). Ce th�eor�eme montre l'existene d'au moins un �etat de basse �energiepour une hâ�ne de spin S demi entier. Or, le th�eor�eme LSM se g�en�eralise sans diÆult�e [3℄au as d'une bande deN = L�M spins arbitrairement large mais ave L�M et de largeurimpaire (M = 1 mod 2). Malheureusement, �a aimantation �nie, ette g�en�eralisation nenous apprend rien sur les plateaux permis en dimension deux. En e�et, on trouve [25℄ qu'ungap existe que lorsque : Ml(S �M z) 2 Z (7.19)o�u l est la p�eriode du fondamental dans la grande diretion (L). Dans la limite o�u L �M � 1, le rit�ere Eq. (7.19) ne ontraint pas la valeur de M z de fa�on pertinente (sinon�a être un multiple de 1=(Ml) � 1). Il n'existe pas, �a notre onnaissane, de preuve queM z doive prendre des valeurs simples au niveau des plateaux en deux dimensions pour desspins quantiques, même si 'est le as pour tous les exemples onnus.L'�etude de Momoi et al. [94℄ sur le plateau m = 12 du mod�ele d'�ehange multiplelassique montre que les plateaux d'aimantation ne sont pas n�eessairement d'origine quan-tique. Pour des spins lassiques, toujours �a temp�erature nulle, nous avons montr�e que lesvaleurs de l'aimantation sont ontraintes �a des valeurs rationnelles dont le d�enominateur estla taille de la ellule �el�ementaire. Cette fois-i, l'origine de la ontrainte est essentiellementloale, elle d�eoule de la olin�earit�e des spins ave le hamp. Le fait que les utuationsquantiques n'a�etent pas la valeur de l'aimantation au plateau m = 12 dans le mod�eled'�ehange multiple sugg�ere que la ondition lassique puisse être la trae d'une onditionplus g�en�erale, valable en pr�esene de utuations. En e�et, il �etait a priori envisageable queles utuations r�eduisent de mani�eres ind�ependantes l'aimantation du sous-r�eseau \down"et elle des trois sous-r�eseaux \up". Auquel as, l'�etat uuud quantique n'aurait plus eul'aimantation m = 12 . Au ontraire, il apparâ�t que l'aimantation du sous-r�eseaux \down"est exatement r�eduite par les utuations de la même quantit�e que elle des sous-r�eseaux\up". En ons�equene, l'aimantation reste m = 12 . Il nous semble int�eressant de s'interrogersur le type de ontrainte qui pourrait être �a l'�uvre ii.Quelle forme peut prendre ette hypoth�etique g�en�eralisation du rit�ere d'Oshikawaet al. en dimension deux ? La forme simple des rit�eres Eq. (7.11), (7.17) et (7.19) peut lais-



124 CHAPITRE 7. CHAMP MAGN�ETIQUE EXT�ERIEURser penser que les plateaux permis sont eux autoris�es par l'addition de moments in�etiquesau sein d'une ellule �el�ementaire. Les orretions �a la limite de ouplage fort (�a l'int�erieurd'une ellule) ne pouvant que r�eduire, �eventuellement �a z�ero, la largeur des plateaux. Ce-pendant, le plateau �a m = 0 du mod�ele d'�ehange multiple nous signale que et �enon�e nepeut pas être valable tel quel. En e�et, il n'y a qu'un spin dans la maille �el�ementaire (nousne trouvons auune trae de brisure spontan�ee de sym�etrie spatiale) et haque site porteun spin 12 . Une ondition du type n(S �M z) 2 Z est don viol�ee pour n = 1, M z = 0et S = 12 . C'est don la d�eg�en�eresene du fondamental (4 ou 8 dans la phase liquide despins �etudi�ee) qui intervient dans l'entier n et non la taille de la maille �el�ementaire (eireste oh�erent ave l'approhe par une bande de L �M spins o�u L � M � 1). En esens, le gap de spin n'est ompatible ave l'absene de brisure de sym�etrie que grâe �a lad�eg�en�eresene topologique.Il reste �a omprendre l'origine de la quanti�ation de l'aimantation pour M z > 0 endeux dimensions. Il semble, �a e sujet, que plusieurs pistes de r�eexions m�eritent d'êtreexplor�ees. 1) On peut herher une nouvelle transformation analogue �a l'op�erateur �a UEq. (7.12), valable sur le tore, pour r�eer un �etat de basse �energie orthogonal au fondamen-tal. Peut-être faut-il s'inspirer de la transformation topologique onstruite sur les pavagesde dim�eres pour �etablir la d�eg�en�eresene 4 dans le as S = 0? 2) On peut aussi partir dutravail d'Afflek [3℄ sur la bande L�M . On peut tenter de redonner un rôle sym�etriqueaux deux diretions pour faire disparâ�tre la taille M dans le rit�ere Eq. 7.19 : si le fon-damental poss�ede une p�eriode �nie dans la diretion L, 'est vraisemblablement le asaussi dans la diretionM . 3) En�n, inspir�e par l'exemple de l'�etat uuud, on peut imagineraborder le probl�eme de l'aimantation �a partir du point de vue lassique. Il pourrait s'agird'une approhe �a grand spin pour d�erire les utuations autour de la diretion du hampmagn�etique ext�erieur.
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Chapitre 8
Thermodynamique et r�esultatsexp�erimentaux

Jusqu'ii, les r�esultats sur le liquide de spins du mod�ele d'�ehange multiple onernentexlusivement la limite de temp�erature nulle : struture du fondamental et des orr�elations�a T = 0, gap de spin et nature des exitations �el�ementaires. En outre, l'essentiel de l'ana-lyse a port�e sur un point partiulier de l'espae des param�etres, �a savoir le mod�ele J2�J4 �aJ2=J4 = �2. Nous essayons dans e dernier hapitre d'�elargir le hamp en se repla�ant dansle adre des �lms d'3He solides. L'�eventuelle r�ealisation d'un liquide de spins dans l'3Hesolide est une motivation importante pour extraire du mod�ele d'�ehange multiple des quan-tit�es mesurables. Nous pr�esentons des aluls �a temp�erature �nie pour des hamiltoniensaux param�etres d'�ehange r�ealistes pour l'3He.Bien que leurs fondamentaux soient singulets, es hamiltoniens sont prohes de lafronti�ere ferromagn�etique, et e en raison d'une ontribution importante de l'�ehange �a 5orps. Le gap de spin est relativement petit et on attend une longueur de orr�elation sensi-blement plus grande qu'au point J2=J4 = �2. Ainsi, des e�ets de tailles importants limitentsouvent l'interpr�etation des r�esultats de diagonalisations. N�eanmoins, grâe �a des alulsjusqu'�a N = 24, nous montrons que le mod�ele d'�ehange multiple peut rendre omptedes anomalies de basse temp�erature observ�ees dans les exp�erienes de alorim�etrie. Lesdiagonalisations apportent aussi les premi�eres donn�ees onernant la physique sous hampmagn�etique : la possibilit�e d'observer exp�erimentalement le plateau d'aimantation uuud estdisut�ee �a la setion 8.2, ainsi qu'une �eventuelle transition de phase �a temp�erature �nie.La derni�ere setion pr�esente le alul de la haleur sp�ei�que, suseptibilit�e et aimantationpour un jeu de fr�equenes d'�ehange qui est pr�eis�ement elui extrait du omportementhaute temp�erature de la seonde ouhe d'3He solide [14℄.



126 CHAPITRE 8. THERMODYNAMIQUE ET R�ESULTATS EXP�ERIMENTAUX8.1 Chaleur sp�ei�que8.1.1 Donn�ees exp�erimentalesPlusieurs groupes ont e�etu�e des mesures de haleur sp�ei�que �a tr�es basse temp�eraturesur des �lms d'3He solides (Bell Laboratories �a Murray Hill [51, 52℄, Royal Holloway �aLondres [26, 129℄, Universit�es de Tsukuba [65℄ et de Tokyo [64℄). D�es 1989, Greywall etBush [52℄ sugg�erent qu'une fration anormalement grande de l'entropie se trouve en des-sous de 2.5mK, e qui les onduit �a imaginer que des mesures �a plus basse temp�erature pour-raient r�ev�eler un seond pi de haleur sp�ei�que. Les mesures �a ultra-basse temp�erature(92�K) e�etu�ees en seonde ouhe par Ishida et al. [65℄ montrent e�etivement unebosse de haleur sp�ei�que �a une temp�erature inf�erieure �a l'�ehange typique JCv � 2mK(Fig. 8.1). Une anomalie semblable a �et�e observ�ee dans une ouhe solide d'3He �a bassedensit�e sur double ouhe de HD [26℄. Ce omportement est tr�es di��erent de elui d'unsyst�eme ave de l'ordre de N�eel o�u les ondes de spins donneraient un omportement �a bassetemp�erature en Cv(T ) � T 2, suivi d'un pi 1 unique pour T � J .Un grand nombre de degr�es de libert�e �a basse temp�erature est au ontraire une signa-ture de la frustration importante du syst�eme. La struture �a deux bosses am�ene d'ailleursIshida et al. [65℄ �a �emettre l'hypoth�ese d'un fondamental d�esordonn�e. Nos r�esultatsnum�eriques sur le mod�ele d'�ehange multiple pr�edisent un liquide de spins �a temp�eraturenulle et la possibilit�e d'un gap. Les donn�ees de haleur sp�ei�que n'exluent pas un telgap, même si un r�egime thermiquement ativ�e du type Cv(T ) � exp (��=kBT ) n'est pasenore atteint �a 100�K (Fig. 8.1) 2.8.1.2 Chaleur sp�ei�que par les diagonalisations exatesSouvent limit�ees aux propri�et�es du fondamental et des tous premiers �etats exit�es,les diagonalisations exates peuvent en fait �etudier d'autres �ehelles d'�energie et les pro-pri�et�es thermodynamiques �a temp�erature �nie omme haleur sp�ei�que, suseptibilit�e ouaimantation. Les pr�e�edentes diagonalisations du mod�ele d'�ehange multiple sur r�eseautriangulaire �etaient limit�ees �a 16 sites [17, 106℄. Pour la premi�ere fois, nous proposons une1Le mod�ele d'Heisenberg H = 2JPi<j ~Si � ~Sj donne un maximum �a T ' 0:7J sur le r�eseau triangu-laire [42℄.2En premi�ere approximation, ei semble �xer une limite sup�erieure �a la valeur du gap �eventuel. Toute-fois, la omparaison ave les Cv(T ) alul�es num�eriquement montre que l'on n'entre dans le r�egime ativ�equ'�a une temp�erature sensiblement plus basse que le gap de spin. Ainsi les haleurs sp�ei�ques pour N = 20ou 24 (Fig. 8.2) ne sont exponentiellement d�eroissantes qu'en dessous de T � J4=5 alors que le gap de spinest � = 1:1J4 dans les deux as. Même si l'e�et est peut-être ampli��e �a taille �nie, la densit�e d'�etat justeau dessus du gap de spin inue onsid�erablement sur la haleur sp�ei�que aux temp�eratures en dessous dugap.
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Fig. 8.1: Chaleur sp�ei�que exp�erimentale de la seonde ouhe d'3He adsorb�ee sur dugraphite mesur�ee par Ishida et al. [65℄.analyse sur plusieurs tailles dans un alul de thermodynamique �a partir de spetres exatsjusqu'�a 24 sites.E�ets de taillePour N = 16 et 20, les quantit�es thermodynamiques sont alul�ees exatement �a partirdes 2N �etats. Pour N = 24, nous employons une m�ethode approh�ee d�erite dans l'an-nexe D. Elle utilise �a la fois le spetre de basse �energie alul�e exatement par Lanz�os etun d�eveloppement haute temp�erature. Cette tehnique donne des quantit�es exates �a basseet haute temp�erature et qualitativement orretes dans le r�egime interm�ediaire, même enpr�esene de hamp magn�etique ext�erieur.Il reste le probl�eme important des e�ets de taille �nie. �A haute ou moyenne temp�erature,la longueur de orr�elation est r�eduite. Les haleurs sp�ei�ques alul�ees �a taille �nie sontquasiment elles du syst�eme in�ni. Aux temp�eratures plus basses, omparables ou inf�erieuresaux �ehanges, les grandeurs thermodynamiques peuvent d�ependre fortement de la taille del'�ehantillon et de sa forme. Les informations que l'on peut tirer dans ette gamme sonten g�en�eral peu nombreuses et au mieux qualitatives. Il existe toutefois des as partiulierso�u l'exploitation quantitative est possible jusqu'�a des temp�eratures assez basses. C'est leas, par exemple, si le spetre poss�ede un gap important qui d�epend peu de la taille dusyst�eme. Le Cv pourra être prohe de sa limite thermodynamique dans une grande gamme



128 CHAPITRE 8. THERMODYNAMIQUE ET R�ESULTATS EXP�ERIMENTAUXde temp�erature.Les haleurs sp�ei�ques o��nident �a haute temp�erature, typiquement pour T & 2JCvomme on peut le onstater sur les �gures 8.2 et 8.4. Cette onvergene �a haute temp�eraturesemble permettre de desendre un peu plus bas en temp�erature que les approximants dePad�e des s�eries [107℄. �A basse temp�erature, les di��erenes d'une taille �a l'autre peuventrendre diÆiles les pr�editions sur la limite thermodynamique. La basse temp�erature esttr�es sensible aux d�etails des tous premiers �etats omme la valeur du gap, la d�eg�en�ereseneou quasi-d�eg�en�eresene du fondamental. La �gure D.2 (page 160) fournit un exemple detels e�ets. Le syst�eme �a 20 sites pour J2=J4 = �2 poss�ede un gap de spin tr�es important(� = 4:2J4, voir Fig. 4.12), e qui se traduit par un \d�emarrage" de la haleur sp�ei�que�a une temp�erature �elev�ee. Pour onserver l'entropie totale R10 Cv(T )d(logT ) = N log 2, lemaximum se trouve �a une valeur anormalement haute.Bosse de basse temp�eratureIl peut arriver qu'une struture �a temp�erature interm�ediaire 0:2JCv . T persiste pourles trois tailles N = 16, 20 et 24. Nous faisons alors l'hypoth�ese qu'elle demeure pour lesgrands syst�emes. C'est le as de la bosse �a T=JCv ' 0:35 repr�esent�ee Fig. 8.2. Les e�ets detailles restent importants, notamment de N = 16 �a 20, et es syst�emes sont enore troppetits pour fournir quantitativement le Cv(T ) du syst�eme in�ni. Ce qui est remarquable,'est la stabilit�e de la temp�erature du maximum, et la stabilit�e de la ourbe enti�ere deN = 20 �a 24. Par ailleurs, même sur la plus petite taille (N = 16), la bosse met en jeuplusieurs dizaines de niveaux d'�energie et n'est pas due �a la disr�etisation du bas du spetre.Roger [106℄ alule la haleur sp�ei�que �a J2=J4 = �4 et J6=J4 = 1 pour 16 sites et trouveune bosse �a basse temp�erature semblable. En fait, de nombreuses fr�equenes d'�ehangedans ette r�egion de l'espae des param�etres donnent sur N = 16, 19 ou 20 une doublebosse ou un �epaulement et une bosse (Fig. 8.2 et 8.3). Dans la suite nous onentrons ladisussion sur l'hamiltonien J2=J4 = �2, J5=J4 = 0:2, J6=J4 = 0:08, qui est int�eressantpour plusieurs raisons :� Les rapports J2=J4 et J5=J4 sont prohes de eux mesur�es [109℄ en seonde ouhe�a basse densit�e (voir aussi Tab. 1.3 page 10). Par ontre, J6=J4 est probablementsous-estim�e.� Le spetre donne lieu �a un large plateau d'aimantation uuud (Fig. 7.6 page 117).Il n'est pas absurde de supposer que la physique soit similaire �a elle trouv�ee �aJ2=J4 = �2 (gaps de spin et.).� La stabilit�e de la ourbe de Cv entre 20 et 24 est un gage de stabilit�e vis-�a-vis dese�ets de taille.Comparons les r�esultats num�eriques de la �gure 8.2 ave les donn�ees exp�erimentalesdu groupe de Tsukuba (Fig. 8.1). L'aord est qualitatif seulement puisqu'il y a entre les
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Fig. 8.2: Chaleurs sp�ei�ques N = 16, 20 et 24. Param�etres d'�ehange : J2=J4 = �2,J5=J4 = 0:2, J6=J4 = 0:08, JCv=J4 = 0:932. Gap de spin �N=24 = 1:15J4. Borne sup�erieuresur gap �a la limite thermodynamique �1 � 0:7J4. La ourbe N = 24 utilise la m�ethodeapproh�ee d�erite annexe D. SuÆsamment de niveaux exats (resp. de traes de H) sontalul�e(e)s pour que Cv(T ) soit exat �a T . 0:4JCv (resp. T & 2JCv).

Fig. 8.3: Chaleur sp�ei�que N = 20 pour J2=J4 = �1:6, J5=J4 = 0:3, J6=J4 = 0:5,JCv=J4 = 0:846. Gap de spin �N=20 = 0:24J4. Estimation du gap thermodynamique �1 <0:25J4.



130 CHAPITRE 8. THERMODYNAMIQUE ET R�ESULTATS EXP�ERIMENTAUXdeux maxima exp�erimentaux un fateur dix en temp�erature, et seulement un fateur troisdans la simulation, et que les hauteurs relatives ne o��nident pas non plus. Cei n'est passurprenant dans la mesure o�u les pis de haleurs sp�ei�que d�ependent de propri�et�es �nesde la densit�e d'�etats 3. On s'attend notamment �a e que la valeur du gap de spin joue un rôleimportant. Dans une image simple o�u le gap de spin d�erô�t r�eguli�erement �a l'approhede la transition ferromagn�etique, on omprend que l'�ehelle de temp�erature du premiermaximum tende vers z�ero. Ainsi, l'hamiltonien J2=J4 = �1:6, J5=J4 = 0:3 et J6=J4 = 0:5qui se trouve plus prohe de la fronti�ere ferromagn�etique que elui Fig. 8.2 et ave un gapde spin plus petit, poss�ede un premier maximum de Cv �a plus basse temp�erature (Fig. 8.3).Exitations de basse temp�eratureDe mani�ere g�en�erique, il existe dans les syst�emes de spins en deux dimensions unmaximum de haleur sp�ei�que autour de T � JCv . Venant des hautes temp�eratures, emaximum signale l'apparition d'ordre �a ourte port�ee impos�e par les interations. �A ettetemp�erature, les spins en haque site ne sont plus ind�ependants puisqu'en retourner unoûte une �energie � J qui devient omparable �a la temp�erature. Qu'en est-il du maximumde basse temp�erature ?Nous herhons �a identi�er les �etats exit�es qui sont explor�es thermiquement �a latemp�erature de e pi de haleur sp�ei�que. Pour ela, on tronque le spetre �a une �energieE0 et on alule la haleur sp�ei�que ave seulement les �etats d'�energie inf�erieure E0. Ler�esultat est une ourbe qui o��nide ave le Cv(T ) omplet en dessous d'une temp�eratureT0, et qui tend rapidement vers z�ero au del�a. La plus petite �energie de oupure E0 quipermet de reproduire exatement la haleur sp�ei�que jusqu'au premier maximum indiquejusqu'o�u se trouvent les �etats qui ontribuent �a la bosse de basse temp�erature. Ce travail,men�e pour l'hamiltonien Fig. 8.2, montre que pour toutes les tailles, l'�energie E0 orres-pond �a l'�energie du fondamental du seteur de spin S = N=4. Autrement dit, les exitationsresponsables de la bosse de basse temp�erature sont elles d'�energie inf�erieure �a l'�energie del'�etat uuud, et don d'aimantation inf�erieure �a m = 12 . Connaissant le rôle jou�e par et �etatdans la physique sous hamp magn�etique, il ne s'agit probablement pas d'une o��nidene.Nous proposons un s�enario qui permet d'assoier une image mirosopique au pi debasse temp�erature. Il tient ompte de l'aimantationm < 12 des �etats exit�es mis en jeu ainsique de notre onnaissane des orr�elations induites par la omp�etition entre l'�ehange J4 etl'�ehange ferromagn�etique �a deux orps. Aux temp�eratures inf�erieures �a elle T0 de la bossede basse temp�erature, les orr�elations entre premiers et seonds voisins se d�eveloppent etles degr�es de libert�e e�etifs ne sont plus des spins libres mais des objets plus grands.Lesquels ?3La densit�e d'�etats �(E) des spetres qui exhibent une haleur sp�ei�que �a deux bosse pr�esente eng�en�eral une l�eg�ere diminution de d�(E)=dE �a basse �energie, mais pas de diminution de �(E) elle même.



8.2. TRANSITION DE PHASE SOUS CHAMP MAGN�ETIQUE 131Nous nous tournons vers les losanges de spins 1 disut�es au hapitre 5. Ils onstituent unandidat potentiel pour d�erire les degr�es de libert�e aux temp�eratures du premier maximumde Cv pour les raisons suivantes :� Ils d�erivent des �etats d'aimantation inf�erieure �a m = 12 .� Le alul de projetion (x 5.3) montre qu'ils sont reli�es �a un sous-espae de basse�energie pour le mod�ele.� Ils ontiennent une partie des orr�elations �a ourte port�ee du fondamental, �a savoirl'existene de moments loaux. Ces moments loaux r�esultent d'une omp�etition entreJ2 < 0 et J4. Ils n'existent pas �a haute temp�erature mais ils doivent se former quandon abaisse la temp�erature.� L'entropie du sous-espae des losanges de spin 1 est : log(3N4 ) = 0:39N log(2), en bonaord ave les aluls de haleur sp�ei�que.Si nous identi�ons les degr�es de libert�e responsables de la bosse de basse temp�erature�a es spins 1 onstruits sur 4 sites, l'apparition de la bosse de basse temp�erature s'insritdans un adre simple. Le syst�eme apparâ�t ave trois �ehelles d'�energie. La plus haute est�x�ee par les interations nues, elle vaut typiquement JCv et d�eide de la temp�erature �alaquelle les orr�elations premiers voisins apparaissent, apparition aompagn�ee de la bossede haute temp�erature. La deuxi�eme �ehelle est donn�ee par l'�etat uuud. En dessous deette temp�erature, il n'est plus possible d'exiter thermiquement un losange dans son �etatferromagn�etique, ei �etant trop d�efavorable du point de vue de l'�ehange �a 4 orps. Il n'estplus possible non plus d'exiter un losange dans un �etat S = 0 ou dans un autre �etat S = 1que elui Eq. 5.2 (page 82), ei �a ause du ouplage J2 < 0. L'apparition de et ordre loalse manifeste par le pi de basse temp�erature. En�n, �a l'�ehelle du gap de spin, le syst�emes'organise en un �etat S = 0 et la haleur sp�ei�que suit une loi ativ�ee.Dans ette image extrêmement sh�ematique 4, 'est le gap qui s�epare l'�etat S = 1 desautres �etats dans le \spetre e�etif" d'un losange qui serait �a la fois responsable du pide basse temp�erature et du plateau d'aimantation.8.2 Transition de phase sous hamp magn�etiqueMomoi et al. [94℄ montrent par des simulations Monte-Carlo que le mod�ele J2 � J4lassique poss�ede sous hamp magn�etique une transition de phase �a temp�erature �nieassoi�ee �a l'ordre �a longue port�ee de l'�etat uuud. Leurs r�esultats �a J2=J4 = �2 mettenten �evidene une divergene de la haleur sp�ei�que �a T = 0:47J4 pour �B = 5J4. Cettetemp�erature ritique orrespond �a la disparition de l'aimantation des quatre sous-r�eseaux.4Cette interpr�etation poss�ede des limites importantes, notamment le fait que le point J2=J4 = �2poss�ede un large plateau d'aimantation uuud mais pas de bosse de haleur sp�ei�que sur auune des tailles�etudi�ees.
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Fig. 8.4: Chaleurs sp�ei�ques sous hamp magn�etique pour N = 16, 20 et 24 �a J2=J4 = �2.La hauteur du pi rô�t de mani�ere signi�ative ave la taille du syst�eme tandis que sa po-sition en temp�erature est stable. Il pourrait s'agir d'une transition de phase analogue �aelle trouv�ee par Momoi et al. [94℄ dans le syst�eme lassique. Hauteurs des maxima :Max(CN=16v =N)=0.476, Max(CN=20v =N)=0.514 et Max(CN=24v =N)=0.589. Nous attironsl'attention sur le fateur quatre d'�eart entre la temp�erature ritique lassique T = 0:47J4trouv�ee par Momoi et al. [94℄ et la position du maximum quantique de haleur sp�ei�que�a Tmax ' 1:8J4.



8.3. FR�EQUENCES D'�ECHANGE 3HE/4HE/GRAPHITE 133L'existene de ette transition de phase dans le as quantique pourrait donner unesignature exp�erimentale spetaulaire de la phase uuud pour un hamp exp�erimentalementaessible de quelques Teslas dans l'3He . Nous donnons ii quelques r�esultats qui sugg�erentque ette transition survit aux utuations quantiques dans le mod�ele d'�ehange multiple.Nous alulons la haleur sp�ei�que de trois syst�emes N = 16, 20 et 24 pour les valeursdes fr�equenes d'�ehange �etudi�ees parMomoi et al. . Les r�esultats Fig. 8.4 font apparâ�treun pi signi�ativement plus �etroit et plus haut qu'en l'absene de hamp magn�etique(le Cv(T ) en hamp nul pour et hamiltonien est donn�e en annexe Fig. D.2). Pour laplus grande taille N = 24, la haleur sp�ei�que pr�esente un pi 23 plus haut et dont lalargeur �a mi-hauteur est 2 fois plus faible qu'�a hamp nul. On onstate sur la ourbed'aimantation Fig 7.5 que le hamp magn�etique �B = 5J4 plae le syst�eme quasiment aumilieu du plateau d'aimantation. �A e point, le gap est don important pour les exitationsmagn�etiques �S = +1 omme pour elles de �S = �1. En fait, il existe aussi au dessus del'�etat uuud un gap important pour les exitations �S = 0 [94℄, omme on peut le voir surle spetre Fig. 7.8. Ce sont es gaps qui expliquent que la haleur sp�ei�que sous hamp estexponentiellement d�eroissante pour des temp�eratures aussi grandes que T � J4. En e�et,un pi de hauteur roissante sur N = 16, 20 et 24 sites n'est observ�e que pour les hampsmagn�etiques �a l'int�erieur du plateau. Les syst�emes sans plateau (non multiples de quatreou bien ave un hamiltonien di��erent) n'ont pas, non plus, ette arat�eristique. Autreons�equene du plateau et du gap important au dessus de l'�etat uuud, la suseptibilit�emagn�etique (Fig. 8.4) pr�esente un omportement exponentiellement ativ�e en dessous deT � J4. Cei re�ete l'absene de utuations d'aimantation �a basse temp�erature : �(T ) =1T (<(Sztot)2> � <Sztot>2) ' 0.Les tailles �etudi�ees par diagonalisation sont extrêmement petites devant elles des si-mulations Monte-Carlo lassiques et l'�etude quantitative d'un ph�enom�ene ritique est pro-bablement hors de la port�ee de ette m�ethode. Cependant, la roissane signi�ative etr�eguli�ere du maximum de Cv(T ) ave la taille du syst�eme rend tout �a fait plausible ettetransition de phase dans le as quantique.8.3 Fr�equenes d'�ehange 3He/4He/graphiteCette derni�ere setion rassemble les donn�ees num�eriques obtenues pour un hamiltoniend'�ehange multiple partiulier. Contrairement aux autres points du diagramme de phasesdisut�es jusqu'ii, elui-i n'est pas hoisi pour mettre en avant un ph�enom�ene partiuliero�u pare que les e�ets de taille y sont mieux ontrôl�es. L'hamiltonien �etudi�e ii orrespond�a un jeu de fr�equenes d'�ehanges multiples J2, J4, J5 et J6 obtenu �a partir des mesuresdu groupe de Grenoble. �A e point partiulier, les e�ets de taille sont importants et lesdiagonalisations permettent diÆilement de pr�edire la physique pour des temp�eratures



134 CHAPITRE 8. THERMODYNAMIQUE ET R�ESULTATS EXP�ERIMENTAUXinf�erieures �a elles aessibles par les s�eries haute temp�erature. Il n'en reste pas moins quela thermodynamique est arat�eris�ee par une grande entropie de basse temp�erature et uneaimantation sous hamp fortement non lin�eaire.8.3.1 AimantationNous reproduisons Fig. 8.5 des donn�ees d'aimantation du groupe de Grenoble [13℄.Ces mesures sont faites en seonde ouhe, sous un hamp magn�etique de 113mT, dansun syst�eme 3He/4He/Graphite 5. La ouhe d'3He est solide et ommensur�ee dans unrapport �2=�1 = 4=7 ave la premi�ere ouhe d'4He. C'est la ouverture la plus favorable �al'interpr�etation des exp�erienes par le mod�ele d'�ehange multiple sur le r�eseau triangulaire,puisqu'il n'y a pas ou tr�es peu de liquide en deuxi�eme et en troisi�eme ouhe. Ces donn�eesont �et�e analys�ees par B�auerle et al. [14℄ ave le d�eveloppement haute temp�erature del'hamiltonien d'�ehange multiple [107℄. L'hamiltonien qui en r�esulte est donn�e Tab. 1.2(page 10). Notons au passage que le hamp est suÆsamment faible pour ne pas modi�erla suseptibilit�e pour T & 2mK, puisque l'�energie Zeeman est d'une entaine de miroKelvin 6. Cei autorise l'ajustement (le \�t") des donn�ees par des s�eries haute temp�eraturequi ne sont en prinipe valables qu'�a hamp nul. L'aimantation obtenue par diagonalisationexate ave et hamiltonien, sous le même hamp magn�etique 7, est donn�ee sur la même�gure. L'aord parfait �a haute temp�erature (T > 5JCv = 10mK) r�esulte simplement dela oh�erene entre les s�eries haute temp�erature, la d�etermination des fr�equenes d'�ehangeet les diagonalisations. Jusqu'�a T = 2JCv , il est int�eressant de noter que l'aord restesatisfaisant alors que l'on se trouve �a la limite de la r�egion de onvergene des approximantsde Pad�e. En aord ave l'analyse faite par les auteurs [14℄, nous trouvons don que lesr�esultats exp�erimentaux sont bien d�erits par le mod�ele d'�ehange multiple au dessus de2mK.En dessous de T ' 0:6JCv , l'aimantation des syst�emes de tailles �nie tombe �a z�ero tandisque elle du �lm d'3He tend vers une valeur �nie de M=Msat (de l'ordre de 20% �a 30%?).Cette di��erene est un e�et de taille �nie. Les ourbes d'aimantation �a temp�erature nulle(Fig. 8.5) indiquent que le fondamental reste de spin nul pour un hamp de B = 113mT surles tailles �etudi�ees (N = 16, 20 et 24). Il est raisonnable d'imaginer, en interpolant par uneourbe lisse la struture en esalier de l'aimantation des syst�emes �nis, que des �ehantillonsplus grands poss�edent une aimantation �nie pour e hamp B. Nous nous trouvons dansune situation o�u il n'y a ni plateau d'aimantation ni gap de spin suÆsamment grandpour imposer de mani�ere rigide le spin du fondamental, e qui aurait pu permettre des5Substrat de graphite ommerialis�e sous le nom de \Papyex" .6Cei est v�eri��e par le alul exat �a taille �nie de �(T ) en hamp nul et sous 113mT.7L'hamiltonien sous hamp est : H = J2PPi;j + J4P(P4 + P�14 ) � J5 � � � + J6 � � � � �BPi Szi aveSzi = � 12 et �=1.556mK/Tesla pour un atome d'3He.



8.3. FR�EQUENCES D'�ECHANGE 3HE/4HE/GRAPHITE 135N Gap ES=1 � ES=0 ES=0=N24 1.19713 -5.0701320 0.35323 -5.0734916 2.65915 -5.30128Tab. 8.1: Gap de spin �a taille �nie pour l'hamiltonien J2 = �2:72mK, J4 = 1:42mK,J5 = 0:497mK et J6 = 1:92mK. JCv = 2mK. Exeptionnellement pour N = 16, le premierniveau S = 2 est plus bas que le premier S = 1 (ES=2 � ES=0 = 1:10733).pr�editions quantitatives en dessous de T � JCv pour la suseptibilit�e ou l'aimantationsous hamp.�A temp�erature nulle, il n'y a pas de plateau d'aimantation �a M=Msat = 12 pour et ha-miltonien partiulier. Quant �a la rapide roissane de l'aimantation m(B) pour les hampsfaibles, elle laisse penser que le plateau �a M=Msat = 0 (li�e �a un gap de spin �eventuel 8)est nul o�u tr�es faible pour e mod�ele. Il faut garder �a l'esprit les importantes barres d'er-reurs sur les fr�equenes d'�ehange d�etermin�ees par les analyses de haute temp�erature [109℄.Compte-tenu de es inertitudes sur les Jn, qui atteignent 20% sur J6=J4, et de la grandesensibilit�e de la ourbe d'aimantation, nous pensons que les r�esultats pour e jeu d'�energiesd'�ehange laisse ouverte la possibilit�e d'une phase uuud dans les �lms d'3He .8.3.2 �(T ) et Cv(T )Et e qui onerne la suseptibilit�e et la haleur sp�ei�que, les aluls pourN = 16, 20 et24 (Fig. 8.7 et 8.8) sou�rent �egalement d'e�ets de taille �nie importants en dessous de T 'JCv = 2mK. Et e, �a ause des probl�emes de longueur de orr�elation �evoqu�es au d�ebut dee hapitre. N�eanmoins, il semble que les diagonalisations exates permettent de desendrel�eg�erement plus bas en temp�erature qu'ave les approximants de Pad�e onstruits 9 sur las�erie haute temp�erature �a l'ordre 1=T 5.Comme pour la totalit�e des points du diagramme de phases �etudi�es dans e travail, lahaleur sp�ei�que r�ev�ele qu'une proportion importante de l'entropie se trouve en dessousde JCv=2.
8Le gap de spin ne varie pas de mani�ere monotone sur N = 16, 20 et 24 (Tab. 8.1), d'autres donn�eesseraient n�eessaires pour une estimation �able de la valeur thermodynamique.9Comme dans [107℄, les approximants de Pad�e sont alul�es apr�es une transformation d'Euler �0 =�=(1� �) de la s�erie. Les hi�res [D;N ℄ entre rohets Fig. 8.7 et 8.8 indiquent les degr�es des polynômesau d�enominateur et au num�erateur.
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Fig. 8.5: Aimantation en fontion de la temp�erature �a B=113mT : donn�ees exp�erimentalesde B�auerle et al. [13, 14℄ pour un syst�eme 3He/4He/graphite et aluls de taille �nie avele hamiltonien J2 = �2:72mK, J4 = 1:42mK, J5 = 0:497mK et J6 = 1:92mK. JCv = 2mK.
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Fig. 8.6: Aimantation �a T = 0 pour N = 16, 20 et 24. Même hamiltonien que Fig. 8.5. Iln'y a pas d'indiation d'un plateau �a m = 12 mais on peut se poser la question d'un plateau�eventuel au voisinage de m = 23 ou 34 (voir �egalement la ourbe d'aimantation R�ef. [106℄).�A T = JCv=2mK, l'erreur due �a la taille �nie sur le r�esultat N = 24 est inf�erieure �a 10%.
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Fig. 8.7: Chaleurs sp�ei�ques pour N = 20 et 24 ompar�ees ave la s�erie hautetemp�erature [107℄ jusqu'�a 1=T 5 et deux approximants de Pad�e. Les param�etres d'�ehangesont eux obtenus par l'analyse haute temp�erature des donn�ees 4He/3He/Graphite dugroupe de Grenoble [14℄. Hamiltonien : J2 = �2:72mK, J4 = 1:42mK, J5 = 0:497mKet J6 = 1:92mK. JCv = 2:0mK (mêmes �ehanges que Fig. 8.5).

Fig. 8.8: Suseptibilit�es pourN = 20 et 24 ompar�ees ave les s�erie haute temp�erature [107℄et deux approximants de Pad�e (mêmes �ehanges que Fig. 8.5, 8.6 et 8.7).
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Fig. 8.9: Spetre pour N = 24 et J2 = �2:72mK, J4 = 1:42mK, J5 = 0:497mK etJ6 = 1:92mK. Seuls les trois premiers niveaux de haque RI sont repr�esent�es.





141
ConlusionsCe travail jette les bases d'une ompr�ehension du mod�ele d'�ehange multiple sur ler�eseau triangulaire. La pertinene de e mod�ele dans la desription du magn�etisme nul�eairedes �lms d'3He solide est reonnue et il existe tr�es probablement d'autres hamps d'applia-tions, omme le ristal de Wigner [99℄ pour des �eletrons en deux dimensions et même, surun r�eseau arr�e, les uprates o�u ertaines anomalies dans des spetres de di�usion Ramanont �et�e interpr�et�ees omme la signature d'�ehanges �a quatre orps importants [111, 130℄.L'hamiltonien d'�ehange multiple poss�ede un diagramme de phases d'une grande ri-hesse et exhibe une large vari�et�e de ph�enom�enes : ordre de N�eel et liquide de spins avegap et plateaux d'aimantation. Dans ette phase liquide, auune forme d'ordre �a longuedistane n'a �et�e d�eel�ee, et en partiulier pas d'ordre de dim�eres. L'interpr�etation topolo-gique de la quasi-d�eg�en�eresene du fondamental dans le spetre N = 36 signi�e que esyst�eme poss�ede un fondamental sans brisure de sym�etrie, et onstitue un des tous premiersexemples d'�etat RVB �a ourte port�ee.Pour des spins 12 en deux dimensions, les mod�eles ave e type de fondamental sontrares. Le \Quantum Hard-Core Dimer Model" (QHCDM) de Rokhsar et Kivelson [115℄est le mod�ele qui, par son fondamental sans brisure de sym�etrie, son gap de spin et sad�eg�en�eresene topologique, semble le plus prohe de la phase liquide de spins que nousavons trouv�ee.Quant aux r�esonnons du mod�ele QHCDM, s'ils existent dans le probl�eme d'�ehangemultiple, ils doivent poss�eder un gap puisque nous ne trouvons, dans la r�egion de l'espaedes param�etres explor�ee, auune indiation d'un mode de singulets �a basse �energie. Cettepr�esene d'un gap pour les exitations singulet est une propri�et�e importante du mod�eled'�ehange multiple, qui le distingue d'autres phases liquide de spins omme elle qui ap-parâ�t dans le mod�ele d'Heisenberg sur le r�eseau kagome [140℄, ou dans les th�eories RVBave dim�eres �a longue port�ee [9, 12℄.Que les mod�eles de liquide de spins sans brisure de sym�etrie (mod�eles VBS [4℄ etQHCDM [115℄) ontiennent des interations �a plusieurs spins n'est probablement pas uneo��nidene. Les interations d'�ehange multiple semblent un moyen puissant de d�etruirel'ordre magn�etique et non magn�etique, probablement plus eÆae que l'introdution deouplages ~Si � ~Sj frustrants ou que la g�eom�etrie du r�eseau elle-même.



142 CONCLUSIONSDans la mesure o�u ette phase liquide de spins serait e�etivement r�ealis�ee dans les�lms d'3He adsorb�es, e qui est tout �a fait ompatible ave les mesures exp�erimentales,nous serions en pr�esene d'un syst�eme magn�etique exemplaire par la simpliit�e de sesonstituants et de ses interations (atomes d'h�elium et interations de Van der Waals), etpar la omplexit�e dans sa physique de basse �energie. Les exp�erienes dans les �lms d'3Hesous hamp magn�etique envisag�ees notamment par les �equipes de Godfrin �a Grenobleet de Saunders �a Londres apporteront des donn�ees pr�eieuses. �A basse temp�erature, ladonn�ee m(B) est une information tr�es rihe sur le syst�eme, en raison de la multipliit�edes omportements possibles. Sont en jeu les questions de l'existene de plateaux d'aiman-tation, de transition(s) m�etamagn�etique(s), d'un gap de spin, et d'une mani�ere g�en�erale,d'une meilleure onnaissane des fr�equenes d'�ehange.Pour la ompr�ehension de la phase liquide de spins, plusieurs questions restent ouvertes.Elles indiquent quelques prolongements possibles de ette �etude.Le probl�eme des exitations �el�ementaires, de leur spin et de leur statistique est entral.Les quelques donn�ees dont nous disposons sugg�erent qu'elles poss�edent un spin S = 1(omme des spinons on�n�es), mais les r�esultats num�eriques ne disent rien sur leur sta-tistique. Pour rester dans le adre des diagonalisations exates, le fateur de struturedynamique ~S(q; !) devrait apporter des �el�ements d'information sur l'existene de quasi-partiules. L'investissement num�erique n�eessaire �a e type de aluls semble valoir lapeine d'être fourni, même si la struture disr�ete en q et en ! ne nous dispensera pas d'uneanalyse soigneuse et peut-être diÆile des e�ets de taille et de g�eom�etrie. Une meilleureompr�ehension des exitations �el�ementaires devrait apporter plus de pr�eisions sur la ther-modynamique de basse temp�erature et peut-être même des rit�eres pour arat�eriser eliquide de spins du point de vue exp�erimental, dans les �lms d'3He ou d'autres syst�emes.La question d'une �eventuelle brisure spontan�ee de l'invariane par renversement dutemps n'est pas ompl�etement lose. Dans le domaine de param�etres �etudi�e, nous avonsavan�e deux arguments ontre ette hypoth�ese, �a savoir la faiblesse des orr�elations hi-rales et le on�nement probable des spinons. Une �etude d�etaill�ee des spetres pour lemod�ele J4 pur, et l'�etude d'autres fontions de orr�elations hirales pourraient apporterdes �elairissements sur e point.La nature de la transition de la phase liquide de spins vers le ferromagn�etisme et lapossibilit�e d'une transition de phase ritique est aussi un probl�eme important du point devue th�eorique. Les diagonalisations exates trouvent ii leur limite et ne sont vraisembla-blement pas l'outil adapt�e �a un syst�eme dans lequel la longueur de orr�elation devient tr�esgrande. Bosons de Shwinger, limite de grand N apable de traiter les termes �a quatrespins, ou la mise en plae d'une th�eorie e�etive ontinue de type mod�ele � non lin�eaire,semblent plus prometteurs. En e qui onerne es diverses approhes, une diÆult�e �a sur-monter est de pouvoir extraire les variables apables de d�erire l'ordre loal. Les r�esultatsobtenus ave la m�ethode des bosons de Shwinger peuvent laisser penser que les hamps de



CONCLUSIONS 143liens triplet et singulet ne sont pas optimaux. Une autre transition est elle qui s�epare laphase de N�eel �a trois sous-r�eseaux du mod�ele d'Heisenberg (J2 pur) et la phase liquide despins ave �ehange �a quatre orps. La fa�on dont l'ordre de N�eel est d�etruit par l'�ehangemultiple est une question suseptible d'apporter des informations nouvelles sur la phased�esordonn�ee, mais 'est aussi une question pertinente vis-�a-vis des exp�erienes dans lessyst�emes triangulaires, o�u J4 n'est en g�en�eral pas stritement nul. Dans la mesure o�u lespropri�et�es spetrales de la phase ordonn�ee sont bien omprises, e point peut être abord�epar diagonalisations exates.Le dernier axe de reherhe sugg�er�e par les r�esultats de e travail onerne l'e�et dudopage sur la phase liquide de spins. Dans le adre du r�eseau triangulaire, il peut s'agirdu probl�eme des sites vaants dans l'3He solide et de savoir omment ils a�etent, par leurmouvement de point z�ero, les propri�et�es magn�etiques du ristal. On peut aussi s'int�eresserau mod�ele d'�ehange multiple sur le r�eseau arr�e. Roger et Delrieu [111℄ ont �etudi�ele mod�ele d'�ehange �a quatre orps pur et onluent, en l'absene de dopage, �a un ordreantiferromagn�etique �a deux sous-r�eseaux. Un diagramme de phases ave �ehange �a deux etquatre orps a �et�e obtenu par Chubukov et al. [34℄. Se basant sur des aluls d'ondes despins, des d�eveloppements en s�erie autour d'�etats dim�eris�es et de diagonalisations exates(N = 16), les auteurs pr�edisent l'existene d'ordres de N�eel et de phases spontan�ementdim�eris�ees (VBC). Notre �etude du mod�ele triangulaire nous am�ene �a questionner esr�esultats : on peut aussi imaginer l'existene de phases sans brisure de sym�etrie pourle r�eseau arr�e. Dans le adre des plans uivre-oxyg�ene, le probl�eme du dopage prend unedimension toute partiuli�ere. Un mod�ele t � J omprenant de l'�ehange �a quatre orpspermettrait d'aborder par diagonalisations exates le probl�eme du mouvement des trouset de leur appariement dans un liquide de spins r�ee par l'�ehange multiple. Nous avons vuque et environnement est tr�es di��erent d'un ordre antiferromagn�etique onventionnel, eton peut imaginer que ela modi�era profond�ement la dynamique des porteurs de harge.
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Annexe ATh�eorie des groupes dans une tourdes �etatsCe paragraphe pr�esente les notions de th�eorie des groupes qui pr�edisent les sym�etriesdes �etats quantiques d'un syst�eme ordonn�e �a p sous-r�eseaux. Les as p = 3 et p = 4 sur ler�eseau triangulaire sont trait�es dans [18{20, 79, 80℄. Le as du r�eseau kagome, o�u ette foisil n'y a pas d'ordre de N�eel, a aussi �et�e �etudi�e dans e adre [79, 81℄.Le groupe de sym�etrie de l'hamiltonien est le produit diret de deux groupes : G =SU(2) � G o�u G est le groupe des sym�etries du r�eseau (translations, rotations et...).Les �etats propres de H se lassent en fontion de la repr�esentation irr�edutible de G �alaquelle ils appartiennent. Faisant l'hypoth�ese que le syst�eme s'ordonne �a basse temp�eratureen une struture de type N�eel �a p sous-r�eseaux, on herhe �a arat�eriser les niveauxde basse �energie par leurs d�eg�en�eresenes et leurs sym�etries. On �erit alors H sous laforme H = H0 + H1 o�u H0 est exatement soluble et favorise les �etats �a p sous-r�eseauxferromagn�etiques.H0 est g�en�eriquement proportionnel �a la somme des fateurs de strutureaux points de sym�etrie de l'ordre envisag�e : f0;B1;B2g pour l'ordre de N�eel �a trois sous-r�eseaux ou bien f0;A1;A2;A3g pour 4 sous-r�eseaux 1. On obtient H0 � 1N h~S2 �Ppi=1 ~S2i i.Les spins des sous-r�eseaux ommutent : h~Si; ~Sji = 0. Ils ommutent aussi ave le arr�e duspin total puisque ~S2 = Ppi=1 ~S2i + 2Pi<j ~Si � ~Sj. Les op�erateurs n~S2; Sz; ~S21 ; � � � ; ~S2popeuvent être diagonalis�es simultan�ement et les �energies propres de H0 sont donn�ees par le1Dans le as de l'hamiltonien d'Heisenberg sur le r�eseau triangulaire ette d�eomposition se fait en�erivant H en transform�ee de Fourier et en ne gardant dans H0 que les veteurs d'onde q = 0 et q = �B(oins de zone, voir Fig.1.5) : H = JP<i;j> ~Si � ~Sj = 3JPq q~Sq � ~S�q o�u q = 13P3i=1 os(q � ei). Onprend alors H0 = 3JPq2f0;B;�Bg q~Sq � ~S�q. H0 se r�erit dans l'espae diret en terme des spins destrois sous-r�eseaux : H0 = 9JN h~S2 � ~S2A � ~S2B � ~S2Ci. La même d�eomposition pour un syst�eme �a quatresous-r�eseaux se fait en gardant dans H0 les veteurs 0 et Ai=1;2;3.



146 ANNEXE A. TH�EORIE DES GROUPES DANS UNE TOUR DES �ETATSspin total S et eux des p sous-r�eseaux S1; � � � ; Sp :E(S;S1;��� ;Sp)0 = 1N "S(S + 1)� pXi=1 Si(Si + 1)# (A.1)La d�eg�en�eresene de E0 est le nombre de repr�esentations DS du spin S obtenues parouplage des spins S1; � � � ; Sp. Par exemple, la d�eg�en�eresene du fondamental du seteurde spin S est donn�ee par les r�egles d'addition des moments in�etiques de p spins Si = N2p(les p sous-r�eseaux sont ompl�etement ferromagn�etiques).Pour valider ou in�rmer l'hypoth�ese d'un ordre �a p sous-r�eseaux on herhe �a omparerle spetre de H0 ave elui, alul�e num�eriquement, de H. Le groupe G0 des sym�etriesspatiales de H0 est beauoup plus grand que elui de H, il ontient les permutationsdes sous-r�eseaux (�p) mais aussi n'importe quelle permutation laissant haque sous-r�eseauglobalement stable.On ne s'int�eresse qu'aux �etats de basse �energie pour H0, eux dont haque sous-r�eseaua le spin maximum 8 i Si = N2p . Consid�erons l'espae propre HS0 de H0 orrespondant �a lavaleur propre E0(S) = E(S;N2p ;��� ;N2p )0 . Cet espae est stable par G, il d�e�nit une repr�esentation� du groupe d'espae G. Cette repr�esentation se d�eompose en somme direte sur les RIde G, o�u haque repr�esentation � intervient ave la multipliit�e n� :� =M� (�� � � � � �| {z }n� ) (A.2)La multipliit�e n� s'obtient �a l'aide du arat�ere de � :n� = 1jGjXg2G ��(g)Tr[g℄jHS0 (A.3)La trae Tr[g℄jHS0 se alule dans les espaes propres de Sz pour les valeurs propresSz = S et Sz = S + 1 : Tr[g℄jHS0 = Tr[g℄jHSz=S0 � Tr[g℄jHSz=S+10 (A.4)Puisque les sous-r�eseaux sont de spin maximum, l'espae HSz0 est invariant sous toutepermutation des spins �a l'int�erieur d'un sous-r�eseau (l'�etat ferromagn�etique est totalementsym�etrique). Don l'ation de l'�el�ement g sur l'espae HSz0 est �equivalente �a une permuta-tion g0 2 �p des sous-r�eseaux. En e�et, g est une op�eration de sym�etrie pour l'hamiltonieninitial H, il laisse aussi H0 inhang�e. Don g laisse les sous-r�eseaux globalement invariantset on peut lui assoier une permutation 2 �p. Consid�erons par exemple le as p = 3 sur le



147r�eseau triangulaire et l'�el�ement g = Te1 , translation d'un pas dans la diretion e1. Cetteop�eration �ehange les 3 sous-r�eseaux A,B et C : A ! B ! C ! A. La permutationassoi�ee �a g est g0 = (A;B;C).La trae Tr[g℄jHSz0 est don le nombre de on�gurations de spin de HSz0 invariantespar g0. Une telle on�guration n'est invariante par g0 qu'�a ondition que les sous-r�eseaux�ehang�es aient la même valeur de Szi . On d�eompose don g0 en un produit de ylesdisjoints de longueurs n1; n2; � � � ; nk (ave Pki=1 ni = p). La trae herh�ee est le nombrede k-uplets Sz1 ; � � � ; Szk v�eri�ant Pki=1 niSzi = Sz et o�u Szi est l'aimantation de haun desni sous-r�eseaux du yle i. Autrement dit, nous devons ompter le nombre de fa�ons donton peut assoier un spin Szi �a haque sous-r�eseau en satisfaisant :� n1 sous-r�eseaux ont le spin Sz1� n2 sous-r�eseaux ont le spin Sz2� ...� nk sous-r�eseaux ont le spin Szk� la omposante z du spin Pki=1 Szi est �x�ee �a SzUne fa�on de r�esoudre e probl�eme ombinatoire est d'utiliser le polynôme Pg :Pg(X) = kYi=10B� N2pXSzi =� N2p(XSzi )ni1CA (A.5)Chaque fateur du produit repr�esente un yle de sous-r�eseaux. Chaque terme de lasomme repr�esente une valeur possible pour le spin (ommun) des sous-r�eseaux du yleorrespondant. Reprenons l'exemple introduit plus haut o�u g = Te1 est une translation eto�u il y a p = 3 sous-r�eseaux. g0 = (A;B;C) n'a qu'un yle unique (k = 1) de longueurn1 = 3. On obtient P (X) = X�N=2 +X�N=2+3 + � � �+XN=2�3 +XN=2.La trae HSz0 est �nalement obtenue omme le oeÆient de degr�e Sz de Pg. La multi-pliit�e de � dans la tour d'�etat est don :n� = 1jGjXg2G ��(g) [oe�S (Pg)� oe�S+1 (Pg)℄ (A.6)En r�esum�e, pour le spin S, la tour d'�etat est onstitu�ee d'�etats quasi d�eg�en�er�es�a l'�energie E ' E0(S). Parmi es �etats, la RI � apparâ�t ave la multipliit�e n�. Enl'absene de H1 es multiplets sont exatement d�eg�en�er�es. Nous avons ramen�e le probl�emedu alul de n� �a un probl�eme de th�eorie des groupes : 1) la d�etermination des RI de G etde sa table de arat�eres �. 2) assoier �a haque op�eration de sym�etrie g la permutationdes sous-r�eseaux qu'elle entrâ�ne et la d�eomposer en yles disjoints.
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Annexe BHamiltoniens de Klein :fondamentaux exatsCette setion pr�esente un syst�eme pour lequel des pavages de dim�eres sont des fonda-mentaux exats. Il s'agit d'une appliation de la m�ethode d�erite par Klein [73℄. L'id�eeest la suivante : l'op�erateur qui projette n spins dans leur sous-espae de spin maximumS = n=2 est une somme sur les n! permutations des sites :�n = 1n! Xp2�n p (B.1)Si la onnetivit�e du r�eseau est z on peut hoisir un hamiltonien H omme �etant la sommede tous les �z+1 orrespondant �a tous les (z + 1)-uplets de spins onstitu�es d'un site et deses z voisins i1; � � � ; iz : H =Xi �fi;i1;��� ;izgz+1 (B.2)H est une somme de projeteurs et ses valeurs propres sont � 0. Un �etat v�eri�antH j i = 0est don fondamental. On onstate en partiulier que tous les pavages de dim�eres sontfondamentaux. Dans le as du r�eseau triangulaire, H ontiendrait des �ehanges jusqu'�a 7orps et ouplerait des sites jusqu'�a la distane 2. Par ontre, sur un r�eseau triangulaired�epl�et�e d'un site sur sept (Fig. B), on peut se ontenter de sommer sur les losanges.Tous les sites restent �equivalents sur e r�eseau d�epl�et�e et l'hamiltonien peut s'exprimeromme un hamiltonien d'�ehange multiple ontenant des termes �a deux orps Pi;j �a dis-tanes 1 (J2 = 5) et p3 (Jnn2 = 1), de l'�ehange �a quatre orps sur haque losange (J4 = 1pour P1;2;3;4 + h:: et J 04 = 2 pour le terme P1;3P2;4 sur le même losange). Il s'�erit don :H = 5Xt tP1;2 +Xq q��tt P1;2 + X� �t tt t �P1:::4 + P�1�+ 2 Xt tt t��T (P1;3P2;4) (B.3)
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Fig. B.1: R�eseau triangulaire ave un site sur sept manquant. L'�etat o�u les liens �epais sontdes singulets est un fondamental d'�energie nul pour l'hamiltonien de Klein B.3 : auunlosange ne peut être de spin 2 puisqu'il ontient un singulet, il annule don le projeteurorrespondant.En fait, et �etat est aussi un �etat propre (mais pas le fondamental) pour l'hamiltoniend'Heisenberg antiferromagn�etique (ouplage premier voisin). Cette fontion d'onde s'appa-rente �a un �etat de dim�eres orthogonaux (pour exemple en dimension un, voir Shastry etSutherland [122℄. Une r�ealisation exp�erimentale en dimension deux est �etudi�ee R�ef. [68℄),'est-�a-dire o�u les liens partagent le r�eseau en triangles qui ontiennent tous un dim�ere surun de leurs ôt�es. Un triangle �a 6 spins ontient 9 liens, son hamiltonien est la somme deshamiltoniens de 3 triangles �a 3 spins, qui sont tous minimis�es par l'�etat Fig. B. Cependant,l'�energie n'est pas minimale puisque les liens dim�eris�es sont ommuns �a deux triangles de 6sites. Cette fontion d'onde reste n�eanmoins un �etat propre puisqu'elle est diagonale pourles termes Pi;j des liens ompt�es deux fois. Pour le mod�ele d'Heisenberg o�u l'�ehange estdouble (J 0 = 2J) sur les liens dim�eris�es, l'�etat Fig. B est don le fondamental exat.
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Annexe CD�eg�en�eresene topologique sur untoreNous rassemblons ii des arguments avan�es par plusieurs auteurs [101, 115, 132℄ quiindiquent qu'un syst�eme de spins 12 bidimensionnel o�u toutes les fontions de orr�elationd�eroissent rapidement ave la distane poss�ede �a la limite thermodynamique un fonda-mental quatre fois d�eg�en�er�e si on lui applique des onditions p�eriodiques dans les deuxdiretions. Ces arguments fontionnent pour n'importe quel r�eseau mais exigent que l'�etatfondamental j > satisfasse une ondition tr�es forte : le poids des boules dans l'�eriturediagrammatique de < j > doit d�erô�tre rapidement ave la longueur de la boule. Cetteondition sera expliit�ee un peu plus loin mais signalons qu'elle implique une d�eroissanede toutes les fontions de orr�elation < jPi1;i2;i3;��� ;ik j > quand les points i1; i2; i3; � � � ; iks'�eloignent deux �a deux.C.1 Pavages de dim�eresOn onsid�ere un r�eseau ave un nombre N pair de sites. Le sous-espae H0 des �etatsde spin total S = 0 est engendr�e par les fontions d'onde jC > qui sont des pavagesde dim�eres. Dans une telle fontion d'onde, les sites sont appari�es deux �a deux en N=2singulets. Choisissons de noter C1(�) et C2(�) les extr�emit�es du dim�ere � dans le pavageC. jC>= N=2O�=1 1p2 �j "C1(�)#C2(�)> �j #C2(�)"C1(�)>� (C.1)Les dim�eres poss�edent une orientation et il faut �xer haque extr�emit�e C1(�) et C2(�)sans ambigu��t�e pour que le signe de l'�etat jC> soit �egalement �x�e. On peut par exempleadopter la onvention suivante :



C.2. PRODUIT SCALAIRE <CjC 0> : DIAGRAMMES DE BOUCLES 151� On oriente le tore en d�e�nissant une diretion \plus" sur l'axe x et une diretion\plus" sur l'axe y.� �Etant donn�es deux sites i et j, on prend le plus ourt hemin sur le tore reliant i �aj 1.� On hoisit l'orientation du dim�ere (i; j) omme allant du \plus" (extr�emit�e \1") versle \moins" (extr�emit�e \2") sur l'axe x en suivant le plus ourt hemin. (Si xi = xjon prend l'axe y).Cette onvention de signe est invariante par translation : le translat�e d'un pavage dedim�eres ainsi orient�e satisfait �egalement la onvention. En�n, rappelons que la familled'�etats fCg est une famille g�en�eratrie de H0 mais qu'elle est li�ee et ne onstitue don enauun as une base. Cependant le produit salaire de deux pavages de dim�eres se alulegraphiquement de mani�ere simple.C.2 Produit salaire <CjC 0> : diagrammes de boulesPour deux pavages de dim�eres C et C 0 donn�es, Sutherland [132℄ propose la mani�eresuivante de aluler <CjC 0> :� On trae sur le r�eseau les N=2 dim�eres de C : [C1(�); C2(�)℄�=1���N=2 ainsi que les N=2dim�eres de C 0 : [C 01(�); C 02(�)℄�=1���N=2� Dans le diagramme obtenu, haque site appartient �a un dim�ere de C et �a un dim�erede C 0. Le r�eseau est don reouvert de mani�ere ompate par un ensemble de boulesferm�ees. On ompte le nombre de boules n(C [C 0). Remarquons que la plus petiteboule possible ontient deux sites i et j et deux dim�eres graphiquement onfondus :de i �a j et de j �a i.� On oriente haque lien de C [ C 0 par une �ehe dirig�ee vers l'extr�emit�e \1" (C'est �adire vers le site qui a le plus petit indie d'apr�es la onvention propos�ee plus haut).On d�e�nit x(C;C 0) = 1 si le nombre de liens �a retourner pour que tous les sitesaient deux �ehes sortantes ou deux �ehes rentrantes est pair. S'il faut en retournerun nombre impair on pose x(C;C 0) = �1. 2 Il s'agit d'une m�ethode graphique pouraluler le signe de <CjC 0>, et x vaut x(C;C 0) = signe(<CjC 0>).1Cette onvention �xe le signe de n'importe quel pavage de dim�ere, quel que soit le r�eseau �a ondition queles dim�eres aient des longueurs plus petites que la moiti�e de la taille du tore, sinon il y a ambigu��t�e dans lad�e�nition du hemin le plus ourt de i �a j. Cette hypoth�ese semble peu restritive puisque des on�gurationsave des dim�eres de la taille du syst�eme engendreraient vraisemblablement de longues boules faisant letour omplet du syst�eme.2Il existe sur le r�eseau arr�e une onvention de signe qui permet d'assurer que x(C;C 0) = 1 si C etC 0 sont des pavages de dim�eres de longueur 1. Cei permet �a Sutherland [132℄ de faire le lien entre unproduit salaire de fontions d'onde RVB et la fontion de partition d'un gaz de boules.



152 ANNEXE C. D�EG�EN�ERESCENCE TOPOLOGIQUE SUR UN TOREOn a alors le r�esultat : <CjC 0>= 2n(C[C0)�N=2x(C [ C 0) (C.2)C.3 Hypoth�ese de d�eroissane du poids des grandesboulesUne fontion d'onde singulet peut s'�erire sur la famille des �etats dim�eres :j >= 2N=4XC  (C)jC> (C.3)On suppose avoir extrait de la famille li�ee des C une base (non orthogonale). Pour la suiteette base sera hoisie invariante par translation, 'est �a dire que si un pavage C est dans labase, ses translat�es le sont aussi. Pour un hamiltonien invariant par translation l'impulsionk est un nombre quantique et on trouve �a partir de l'�equation (C.3) :  (C) = eik�x (Tx(C)).L'�eriture n'est pas unique mais elle permet de aluler graphiquement la norme dej > : < j >=XC;C0 h (C)y (C 0)2n(C[C0)x(C;C 0)i (C.4)Aux deux pavages C et C 0, on assoie une d�eomposition du r�eseau en boules C [ C 0.Notons et ensemble de boules G = C [C. Il est simple de v�eri�er que x(C;C 0) ne d�ependpas de C et C 0 s�epar�ement mais seulement de C [ C 0 : x(C;C 0) = x(G). Pour n(C [ C 0)ette propri�et�e est �evidente : le nombre de boules n'est pas une propri�et�e de (C;C 0) maisbien de leur r�eunion graphique G. Plutôt que de sommer sur les pavages C et C 0 on r�eritdon l'�equation (C.4) omme une somme sur les ensembles de boules G :< j >=XG 2n(G)x(G)24 XC;C0=C[C=G  (C)y (C 0)35 (C.5)C'est �a dire : < j >=XG 2n(G)x(G)�(G) (C.6)o�u on a pos�e : �(G) = XC;C0=C[C=G  (C)y (C 0) (C.7)L'hypoth�ese que l'on fait sur j > est la suivante : (A) Il existe une base de pavages dedim�eres (Eq. (C.3)) telle que j	(G)j soit nul si une boule de G fait un tour ou plus autourdu tore (�.e 	(G) = 0 si G ontient une boule qui n'est pas homotopiquement triviale).



C.4. COMPOSANTE \PAIRE" ET COMPOSANTE \IMPAIRE" 153C.4 Composante \paire" et omposante \impaire"Fixons un hemin ferm�e � sur le tore qui fasse un tour dans l'une ou l'autre diretion.La oupure � est hoisie pour traverser des liens mais ne passer par auun site. Pour haquepavage C, notons �(C) le nombre de dim�eres qui traversent � 3. On peut d�eomposer j >en la somme de deux veteurs : l'un, j �;+>, ne ontenant que les pavages C o�u �(C) estpair et l'autre, j �;�>, eux C 0 o�u �(C 0) est impair. Formellement :j >= j �;+> +j �;�> (C.8)o�u : j �;+> = �12��N=4 XC=�(C) pair (C)jC> (C.9)j �;�> = �12��N=4 XC0=�(C0) impair (C)jC> (C.10)Consid�erons un syst�eme poss�edant un nombre impair de sites dans la diretion � et uneon�guration C de parit�e �(C). On translate C de un site \perpendiulairement" �a � par leveteur e1. On peut v�eri�er que ette nouvelle on�guration poss�ede la parit�e �(Te1(C)) =��(C). Or l'invariane par translation de j > implique que si  (C) 6= 0 alors  (C 0) est�egalement non nul sur les on�gurations C 0 translat�ees. On vient de voir que ertainesd'entre elles ont la parit�e oppos�ee, on en d�eduit que j �;+>6= 0 et j �;�>6= 0.C.5 Orthogonalit�e des omposantes paires et impairesOn va montrer que < �;+j �;�>= 0. En e�et :
< �;+j �;�>=XG 2n(G)x(G)26666664 XC;C08<: C [ C = GC pair; C 0 impair  (C)y (C 0)37777775 (C.11)

On utilise alors la propri�et�e suivante : Soit G un reouvrement du r�eseau par des boules.G est topologiquement trivial (i.e. toutes ses boules sont homotopiquement triviales) si etseulement si les ouples de pavages de dim�eres C et C 0 v�eri�ant G = C [C 0 sont de même3Les roisements s'obtiennent en tra�ant le hemin ontinu le plus ourt sur le tore qui relie les deuxextr�emit�es du dim�ere. Il n'y a pas d'ambigu��t�e tant que les dim�eres sont plus ourts que la moiti�e de lataille du syst�eme, puisque e plus ourt hemin est alors unique.



154 ANNEXE C. D�EG�EN�ERESCENCE TOPOLOGIQUE SUR UN TOREparit�e (par rapport �a �). On en d�eduit que la somme sur G dans l'�equation (C.11) neontient que des termes o�u G n'est pas topologiquement trivial. Don, grâe �a l'hypoth�ese(A) : < �;+j �;�> = XG non triv: 2n(G)x(G)	(G) (C.12)= 0 (C.13)On d�e�nit un nouvel �etat : j �>= j �;+> �j �;�>. Cet �etat a la même norme quej >, il est obtenu �a partir de l'�eriture 4 de j > en hangeant le signe des on�gurationsdim�eres qui traversent un nombre impair de fois � :j �>=XC  (C)(�1)�()jC> (C.14)C.6 ImpulsionUne translation d'un site perpendiulairement �a � (C ! Te1C) hange le signe de�(C). Partant d'une fontion d'onde j > d'impulsion k on peut aluler l'ation d'unetranslation Tx sur j �> :Txj �> = XC  (C)(�1)�(C)jTxC> (C.15)= XC0=TxC e�ik�x (C 0)(�1)�(T�xC0)jC 0> (C.16)= e�i(k+k�)�xj �> (C.17)(C.18)o�u le veteur d'onde k� est un veteur de milieu de bord de zone de Brillouin 5 et orthogonal�a �, de sorte que pour tout veteur x du r�eseau et toute on�guration C :(�1)�(TxC) = eik��x(�1)�(C) (C.19)Changer le signe des dim�eres traversant � a don modi��e la omposante transversale �a �de l'impulsion.4L'�etat ainsi obtenu d�epend a priori de la fa�on dont on hoisit d'�erire j > �a partir de la familleli�ee des pavages C. Autrement dit, ette op�eration d�epend d'un hoix de base et n'est pas une op�erationintrins�eque qui orrespondrait �a l'ation d'un op�erateur sur j >.5'est �a dire 8x eik��x = �1. Pour un r�eseau de Bravais en dimension d es veteurs d'onde sont aunombre de 2d�1 puisque hoisir un tel veteur revient �a hoisir une phase �1 pour haun des d g�en�erateursdu r�eseau. �A l'exeption du hoix +1 pour tous les g�en�erateurs, qui orrespond �a un �etat uniforme k = 0.



C.7. ACTION D'UNE PERMUTATION CYCLIQUE SUR LES BOUCLES 155C.7 Ation d'une permutation ylique sur les boulesOn va maintenant montrer que j �> et j > ont les mêmes fontions de orr�elation �aourte port�ee, et don la même �energie (Les interations de l'hamiltonien sont suppos�eesêtre de ourte port�ee). Comparons < jP j > et < �jP j �>. P est une permutationagissant sur un ensemble de sites du r�eseau. La situation la plus simple est P = Pi;j. Ptransforme un pavage de dim�eres en un autre pavage de dim�eres 6.< jP j > = XC;C0 h (C)y (C 0)2n(C[P (C0))x(C [ P (C 0))i (C.20)= XG 2n(P (G)) 24 XC;C0=C[C=G x(C [ P (C 0)) (C)y (C 0)35 (C.21)Dans la deuxi�eme �egalit�e nous avons utilis�e : n(C [ P (C 0)) = n(P (G)). En e�et, lenombre de boules obtenues en superposant C ave P (C 0) ne d�epend que de Get P , et nonde la d�eomposition partiuli�ere C [ C 0 hoisie. Il en est de même pour x(C [ C 0) : deuxd�eompositions fC;C 0g et fC 00; C 000g de G v�eri�ent x(C [P (C 0)) = x(C 00 [P (C 000)) 7. Il estdon l�egitime d'�erire x(C [ P (C 0)) = x(P (G)) et on obtient :< jP j > = XG 2n(P (G))x(P (G))24 XC;C0=C[C=G  (C)y (C 0)35= XG 2n(P (G))x(P (G))	(G) (C.22)
C.8 ConlusionLe alul de < jP j > au paragraphe pr�e�edent peut être men�e identiquement avel'�etat modi��e j �>. On obtient :< �jP j �>=XG 2n(P (G))x(P (G))	�(G) (C.23)6Le nouveau pavage ainsi obtenu ne satisfait pas for�ement la onvention de signe �x�ee au d�ebut quioriente les dim�eres.7Puisque x(C;C 0) = signe(<CjC 0>), ette propri�et�e est �evidente dans le as des d�eompositions (C;C 0)et (C 0; C). Dans e as simple, elle revient �a dire <CjP jC 0>=< C 0jP jC>, e qui est vrai puisque les �etatspavages de dim�eres C et C 0 sont r�eels. Une d�emonstration formelle dans le as g�en�eral n'a pas enore �et�e�erite.



156 ANNEXE C. D�EG�EN�ERESCENCE TOPOLOGIQUE SUR UN TOREave : 	�(G) = XC;C0=C[C=G  (C)y (C 0)(�1)�(C)+�(C0) (C.24)Or 	�(G) = 	(G) lorsque G est topologiquement trivial et 	�(G) = �	(G) sinon (f. l'ar-gument utilis�e pour montrer l'orthogonalit�e des omposantes paires et impaires). Puisquepar hypoth�ese 	(G) = 0 sur es boules non triviales on aboutit �a :< �jP j �>=< jP j > (C.25)Cei �etablit que j �> ont la même �energie (en prenant pour P les di��erent termes del'hamiltonien). Puisqu'ils n'ont pas la même impulsion ils sont orthogonaux et le niveaud'�energie est au moins deux fois d�eg�en�er�e.�Etant sur un tore, il existe une deuxi�eme diretion pour plaer un oupure �0 topologi-quement distinte de �. Cet argument permet de omprendre la d�eg�en�eresene 4 ommele produit de deux d�eg�en�eresenes 2 pour � et �0 8. Cependant, il n'est plus possibled'employer exatement la même onstrution que pr�e�edemment puisqu'il faudrait dispo-ser d'un nombre impair de site dans la diretion �0. Or nous avons d�ej�a suppos�e avoirun nombre impair de sites dans la diretion � et ela impliquerait un nombre impair desites au total... Nous proposons l'argument (non rigoureux) suivant pour ontourner ettediÆult�e.Nous avons �etabli qu'un syst�eme sur un tore qui poss�ede un �etat singulet j ;k = 0>ave des \petites" boules est d�eg�en�er�e ave un �etat j ;k�> o�u k� est un veteur d'ondemilieu de bord de zone de Brillouin. Il est naturel d'admettre que, au moins pour dessyst�emes assez grands, ette propri�et�es est vraie quel que soit la parit�e de la dimensiondu syst�eme dans la diretion perpendiulaire �a k�. Rien n'empêhe alors de onsid�ererun syst�eme pair dans les deux diretions. De tels r�eseaux ont trois veteurs en milieux debord de zone qui sont �equivalents. On sait don, par sym�etrie, que les niveaux d'impulsionen milieux de bord de zone sont d�eg�en�er�es trois fois. Cei ah�eve la d�emonstration d'uned�eg�en�eresene (au moins) �egale �a quatre : un �etat d'impulsion k0 = 0 et trois autresd'impulsions k�, k�0 et k�00 .8Dans le as d'un syst�eme de dimension sup�erieure d, les lignes de oupures devront être rempla�eespar des hypersph�eres (dimension d � 1). Le nombre d'hypersph�eres topologiquement in�equivalentes est,le nombre de g�en�erateurs du (d � 1)eme groupe d'homotopie de la vari�et�e. Les arguments avan�es jusqu'�apr�esent ne sont pas sp�ei�ques �a la dimension deux ni au tore et on peut imaginer la onjeture suivante :une fontion d'onde dont les boules sont toutes homotopes au hemin trivial poss�ede une d�eg�en�eresene(au moins) �egale �a 2 �a la puissane le nombre de g�en�erateurs du d� 1eme groupe d'homotopie �d�1 de lavari�et�e. Ave des onditions p�eriodiques dans les d diretions (un \hyper-tore"?) on trouverait par exempleune d�eg�en�eresene 2d.
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Annexe DM�ethode des traes pour lathermodynamique
D.1 Id�ee g�en�eraleDans le as du mod�ele d'Heisenberg S = 12 sur le r�eseau triangulaire, le d�eveloppementde la suseptibilit�e �(T ) est onnu jusqu'au terme en 1=T 14 et elui de la haleur sp�ei�quejusqu'�a 1=T 13 [42℄. Pour le mod�ele d'�ehange multiple ave �ehanges �a 2, 4, 5 et 6 orps,le d�eveloppement a �et�e alul�e jusqu'�a 1=T 5 [107℄. Ces s�eries haute temp�erature, mêmeprolong�ees par des approximants de Pad�e, ne donnent pas d'information sur la thermody-namique en dessous d'une temp�erature de l'ordre de l'�ehange typique 1, �a moins que del'information sur le omportement de basse temp�erature ne soit introduite [108℄. La teh-nique propos�ee ii permet de aluler des quantit�es thermodynamiques pour des syst�emesde taille �nie jusqu'�a une trentaine de sites. Jusqu'�a 21 sites, le alul des �energies des 2N�etats propres est possible et nous alulons la fontion de partition en sommant les fateursde Boltzmann de tous les �etats propres. On obtient ainsi haleur sp�ei�que, aimantation oususeptibilit�e de mani�ere exate. Lorsque le syst�eme est plus grand, la totalit�e du spetren'est plus aessible aux diagonalisations. Pour N = 24 (ainsi que N = 36 pour le mod�eled'Heisenberg sur le r�eseau kagome [127℄), nous employons une tehnique approh�ee. Elleonsiste �a utiliser simultan�ement un d�eveloppement haute temp�erature et l'information desdiagonalisations pour la partie basse temp�erature.Une repr�esentation irr�edutible (RI) omprend en bas de son spetre une struture,�eventuellement omplexe, qui re�ete ses degr�es de libert�e de basse �energie. Cette zonen'est probablement pas aessible par des aluls de moments de la densit�e d'�etats. Elle1Pour le mod�ele d'Heisenberg sur le r�eseau triangulaire, Elstner et al. [42℄ alulent la haleur sp�ei�queet suseptibilit�e jusqu'�a T ' 0:4J dans les unit�es o�u H = 2JPi<j ~Si � ~Sj . Pour l'�ehange multiple sur ler�eseau triangulaire, les s�eries sont �ables, ave des approximants de Pad�e, jusqu'�a T ' 2:5JCv [107℄ o�u J2Cvest le terme dominant dans la haleur sp�ei�que �a haute temp�erature : Cv(T ) = 94 (JCv=T )2 +O(1=T 3).
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Fig. D.1: Histogramme : densit�e d'�etat d'une repr�esentation irr�edutible de spin S = 2d'un syst�eme �a 20 sites (J2 = �2; J4 = 1) ontenant 2454 niveaux entre Emin = �75:332et Emax = �13:217. La ligne ontinue est la ourbe d'entropie maximale qui poss�ede sur[Emin; Emax℄ les mêmes 5 premiers moments que la distribution exate. Le r�esultat pourseulement 3 premiers moments (gaussienne) est en pointill�es.est d'autant plus diÆile �a reproduire que sa struture est disr�ete sur les petits syst�emes.Elle peut aussi être disr�ete pour les grands syst�emes si la physique engendre des gap(s).On utilise les premiers �etats propres du spetre (plusieurs entaines dans haque RI pourN = 24) pour avoir pr�eis�ement e omportement de basse temp�erature. �A plus haute�energie, la densit�e d'�etats est beauoup plus �elev�ee mais d'allure plus ou moins gaussienne.On peut le onstater sur la �gure D.1 qui montre la densit�e d'�etats d'une RI de spin S = 2pour un syst�eme de 20 sites. La gaussienne (pointill�es Fig. D.1) qui poss�ede sur l'intervalledu spetre de la RI le même nombre d'�etats et les mêmes moments < E > et < E2 > estune relativement bonne approximation de la densit�e d'�etats exate.Cette propri�et�e est partiuli�ere aux hamiltoniens de spins que nous avons onsid�er�es.Dans la mesure o�u il serait illusoire de vouloir d�erire une struture ompliqu�ee ave peu demoments, e arat�ere \quasi-gaussien" onstitue un ingr�edient important de la m�ethode.On y approxime la densit�e d'�etat �a l'aide d'un alul exat des premiers moments suivid'une pro�edure de maximum d'entropie. Les �etats de ette gamme d'�energie ne sont pasexit�es �a basse temp�erature et il n'est pas n�eessaire d'avoir une grande r�esolution en �energiesur leur r�epartition pour onnâ�tre pr�eis�ement la haleur sp�ei�que ou la suseptibilit�e dusyst�eme.L'originalit�e de la m�ethode est le traitement s�epar�e de haque seteur de sym�etrie.



D.2. MAXIMUM D'ENTROPIE 159La densit�e d'�etats totale est la somme des ontributions de haque RI. Or, pour deuxRI di��erentes, ni les maxima ni les largeurs de densit�es d'�etats ne o��nident en g�en�eral,surtout si les spins totaux sont di��erents. La densit�e d'�etats totale ontient don plus destruture que les spetres de haque RI pris s�epar�ement. �A partir de l�a, on omprend qu'ilest �eonomique de d�erire ind�ependamment haque RI par peu de moments (4 ou 5) et deonsarer une grande partie du temps de alul �a l'aumulation d'un grand nombre deniveaux de basse �energie par la m�ethode de Lanz�os. La ourbe ontinue de la �gure D.1permet d'appr�eier le r�esultat d'entropie maximale pour 5 moments seulement (< En >,n = 0; � � � ; 4) et de le omparer �a la densit�e exate. La �gure D.3 illustre la performanede la m�ethode dans une situation tr�es d�efavorable o�u la haleur sp�ei�que pr�esente unestruture omplexe �a trois bosses 2. La omparaison ave la haleur sp�ei�que exate r�ev�eleun bon aord dans toute la gamme de temp�erature, alors que seulement un �etat exat enbas de haque RI est utilis�e (et un en haut). Cette struture ne peut pas être reproduiteave seulement inq moments si le alul de la densit�e d'�etats n'est pas e�etu�e dans haqueseteur de spin.Il s'agit d'une strat�egie di��erente de elle de Silver etR�oder [124, 125℄ et Silver et al.[126℄. Ces auteurs �evaluent stohastiquement un beauoup plus grand nombre de moments(de Chebyshev) pour obtenir une bonne r�esolution spetrale. Nous n'avons pas e�etu�e deomparaison entre les deux approhes mais il semble, au vu des tailles de syst�emes de spinstrait�es (N = 26 dans R�ef. [124℄), que notre approhe soit omp�etitive ave la tehnique,plus sophistiqu�ee, de Silver et al. .D.2 Maximum d'entropieLa densit�e d'�etats de haque RI est �evalu�ee de la mani�ere suivante : dans l'intervalled'�energie [a; b℄ o�u l'algorithme de Lanz�os n'a pas permis de aluler les valeurs propres,on herhe la ourbe la plus probable satisfaisant des ontraintes de moments. La fa�on detraiter le probl�eme de moments par une m�ethode de maximum d'entropie est d�erite dansla R�ef. [88℄, nous en pr�esentons ii les grandes lignes. On interpr�ete �(E) omme la densit�ede probabilit�e de trouver une valeur propre �a l'�energie E. On d�e�nit alors l'entropie de �sur [a; b℄ par : S = Z ba �(E) log(�(E))dE (D.1)Les moments de la densit�e d'�etats sont donn�es par les traes de l'hamiltonien. Pourun syst�eme �ni donn�e (typiquement N = 24 ou 36) les traes Tr[Hn℄ sont alul�ees2La bosse de basse temp�erature est un e�et de taille �nie. Pour une disussion sur la thermodynamiquedu mod�ele kagome, voir la R�ef. [127℄.
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Fig. D.2: Cv(T ) alul�es �a partir de spetres N = 20 et 24 �a J2=J4 = �2 (JCv=J4 = 1:5).La ourbe N = 20 est exate et elle pour N = 24 est alul�ee par la m�ethode des traesjusqu'�a Tr[H4℄. Au total, plusieurs milliers d'�etats exats ont �et�e alul�es. On onstate unbon aord ave les approximants de Pad�e haute temp�erature [107℄. Pour et hamiltonien,les e�ets de taille pour T . JCv sont bien sup�erieurs �a l'erreur due �a l'approximation faitesur N = 24.

Fig. D.3: Chaleurs sp�ei�ques exate et approh�ee par la m�ethode des traes pour lemod�ele d'Heisenberg sur le r�eseau kagome (N = 18). Seulement deux �etats exats et lestraes de hamiltonien jusqu'�a H5 sont utilis�es pour le alul approh�e.



D.2. MAXIMUM D'ENTROPIE 161dans haque espae de repr�esentation irr�edutible jusqu'�a nmax = 4 ou 5 d'une mani�erealg�ebrique d�erite au paragraphe x D.3. On minimise alors S ompte tenu des nmax + 1ontraintes 3 : Cn[�℄ = Z ba �(E)EndE � "Tr[Hn℄�X� En�# = 0 (D.2)Les E� sont les valeurs propres onnues, elles sont en dehors de l'intervalle [a; b℄. Soit�n le multipliateur de Lagrange assoi�e �a la neme ontrainte. Il existe un ensemble de �ntels que pour tout x 2 [a; b℄ : ��[�(x)℄S[�℄ = nmaxXn=0 �n ��[�(x)℄Cn[�℄ (D.3)C'est-�a-dire : 1 + log(�(x)) = nmaxXn=0 �nxn (D.4)La forme de la densit�e d'�etat est don l'exponentielle d'un polynôme et il faut r�esoudrele syst�eme non lin�eaire �a nmax + 1 �equations :Z ba exp �1 + nmaxXn=0 �nEn!| {z }=�(E) EndE = Xn (D.5)o�u les seonds membres sont onnus :Xn = Tr[Hn℄�X� En� (D.6)Ce syst�eme est ramen�e �a un probl�eme de minimisation en introduisant un potentiel�(�i) �(�1; �2; � � � ; �N) = nmaxXn=0 �nXn � Z ba exp �1 + nmaxXn=0 �nEn! dE (D.7)dont la stationnarit�e par rapport aux �i �equivaut au syst�eme Eq. (D.5). � est onvexeet peut être minimis�e num�eriquement 4, e qui onlut le alul approh�e de �(x) dans3Une m�ethode alternative onsiste �a prendre pour ansatz de densit�e d'�etats le produit d'un polynôme Ppar une gaussienne G. Les param�etres de la gaussienne sont �x�es par les trois premiers moments de H dansl'espae de la RI. On impose ensuite au polynôme de orriger les moments de P �G pour qu'ils o��nidentsur [a; b℄ ave eux de H . Les moments de H sur [a; b℄ �etant onnus en soustrayant aux traes exatesla ontribution des �energies alul�ees par la m�ethode de Lanz�os. Les �equations que doivent satisfaireles oeÆients du polynôme peuvent être r�esolues analytiquement, e qui fait l'int�erêt pratique de ettem�ethode simple. En revanhe, la m�ethode �ehoue si le polynôme devient n�egatif sur [a; b℄, e qui arrivequand on dispose de trop peu d'�etats exats.4Code d�evelopp�e au LPTL par P. Sindzingre.



162 ANNEXE D. M�ETHODE DES TRACES POUR LA THERMODYNAMIQUEl'intervalle [a; b℄.D.3 Trae de Hn dans une repr�esentation irr�edutibleL'algorithme pour aluler les moments d'un hamiltonien d'�ehange multiple dans unerepr�esentation irr�edutible du groupe de sym�etrie du r�eseau triangulaire a �et�e d�evelopp�epar L. Pierre et B. Bernu au LPTL. Nous en donnons ii le prinipe.Notons par Ei le sous-espae propre assoi�e �a la valeur propre �i de l'hamiltonien H,et par G le groupe des sym�etries. Si �i est le projeteur orthogonal sur l'espae Ei , on a :Hn =Xn (�i)n�i 8n = 0; 1; 2; � � � (D.8)On herhe �a aluler la trae Tr[Hnj�℄ de Hn dans le sous-espae des �etats qui setransforment suivant la RI � de G. Pour ela, on s'int�eresse �a Tr[�ij�℄. Cette trae estla multipliit�e ave laquelle la repr�esentation � apparâ�t dans l'espae Ei . Elle peut êtrealul�ee �a l'aide du arat�ere �� de � de la fa�on suivante. Les sous-espaes Ei sont stablespar l'ation de G, e qui d�e�nit une repr�esentation de G dans Ei :�i : G �! Gl(Ei)g 7�! �i(g) = �ig (D.9)Cette repr�esentation �i peut se d�eomposer sur les RI de G. La multipliit�e de � dans etted�eomposition est obtenue par le produit salaire des arat�eres de � et de �i :n(�; �i) = 1jGjXg2G ��(g)Tr[�ig℄| {z }��i (D.10)Mais la multipliit�e n(�; �i) n'est autre, �a la dimension de � pr�es, que le nombre d'�etatspropres de Ei qui se transforment sous � 5 :Tr[�ij�℄ = n(�; �i)dim(�) (D.11)de sorte que : Tr[�ij�℄ = dim(�) 1jGjXg2G ��(g)Tr[�ig℄ (D.12)5En g�en�eral, n(�; �i) vaut 1 si les �etats d'�energie �i ont les nombres quantiques �, et z�ero sinon. S'il y aune d�eg�en�eresene aidentelle suppl�ementaire entre plusieurs multiplets de � pour l'�energie �i, n(�; �i)est le nombre de multiplets d�eg�en�er�es. C'est le as si G n'est pas le groupe omplet des sym�etries de H .



D.3. TRACE DE HN DANS UNE REPR�ESENTATION IRR�EDUCTIBLE 163On reonstruit la trae de Hn en sommant sur les valeurs propres ave un poids (�i)n :Tr[Hnj�℄ = Xi (�i)nTr[�ij�℄= dim(�)Xi (�i)n 1jGjXg2G ��(g)Tr[�ig℄= dim(�) 1jGjXg2G ��(g)Tr[Hng℄ (D.13)En�n, puisque Tr[Hng1℄ = Tr[Hng2℄ si g1 et g2 sont onjugu�es, la somme de l'Eq. (D.13)peut être restreinte �a une somme sur les lasses de onjugaison, au lieu d'une somme surtous les �el�ements de G. D'autre part, on hoisit de ne prendre pour G que le groupe dessym�etries spatiales et de aluler les traes s�epar�ement dans haque seteur de spin.Les hamiltoniens qui nous int�eressent sont des sommes de permutations de sites dur�eseau, et Hng est aussi une somme de permutations. Nous sommes don ramen�e au al-ul de la trae d'une permutation g0 dans un espae de spin donn�e. On ommene pard�eomposer g0 en produit de k yles disjoints. Les longueurs des yles sont n1; n2; � � � ; nk,o�u Pki=1 ni = N est nombre total de sites du r�eseau. Une on�guration j	> dans la based'Ising est diagonale pour g0 si et seulement si tous les spins d'un même yle sont dans lemême sens (haut ou bas). D'une mani�ere identique �a elle d�erite en annexe A, le omptagede es on�gurations pour une aimantation Sz donn�ee s'obtient par le oeÆient de degr�eSz du polynôme Pg0 assoi�e �a la d�eomposition de g0 en yles (voir Eq. (A.5)).Nous terminons ette setion par une remarque sur le temps de alul de es traes.Le nombre de lasses de onjugaison rô�t �a peu pr�es omme le ardinal du groupe G,'est-�a-dire omme le nombre de sites N . Le nombre de termes dans Hn est (3N)n pour lemod�ele d'Heisenberg sur le r�eseau triangulaire et il vaut (23N)n si on ajoute les �ehanges�a 4,5 et 6 orps 6. Le r�eseau triangulaire �a N = 24 sites utilis�e pour le alul de haleursp�ei�que poss�ede 18 lasses de onjugaison dans son groupe d'espae, et le nombre determes dans Eq. (D.13) est pour haque repr�esentation spatiale de 1:64 1012 pour n = 4. Ily a 18 repr�esentations irr�edutibles et le alul ne demande qu'une dizaine de jours sur unestation de travail (pentium II �a 300Mhz). Par ontre, le alul des traes d'une puissanede H suppl�ementaire (n = 5) demanderait pr�es de 600 fois plus longtemps.
6Sur le r�eseau triangulaire, il y 3 liens, 3 losanges, 6 motifs ompats �a 5 sites et 1 hexagone par site.En tenant ompte des termes Pn et P�1n pour n = 4; 5 et 6, on trouve 23 termes par site.
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R�esum�eL'�ehange multiple d�erit de mani�ere e�etive les propri�et�es magn�etiques d'un syst�eme de fer-mions quasiment loalis�es. Nous onsid�erons e mod�ele pour des spins 12 sur le r�eseau triangulaireave des proessus �a 2, 3, 4, 5 et 6 partiules. Cet hamiltonien est aujourd'hui reonnu omme�etant un bon andidat pour d�erire le magn�etisme nul�eaire des �lms d'3He solide adsorb�es surdu graphite. Nous l'�etudions par diagonalisations exates sur des �ehantillons jusqu'�a 36 sites.Dans un large domaine de param�etres, l'analyse des e�ets de taille �nie sur les �energies propres,la struture des spetres et les fontions de orr�elation am�enent �a onlure que les utuationsquantiques d�etruisent l'ordre magn�etique �a temp�erature nulle. L'�etat fondamental est arat�eris�epar une longueur de orr�elation �nie, 'est un liquide de spins o�u les exitations magn�etiquesposs�edent un gap. Nous alulons la haleur sp�ei�que et trouvons une entropie importante �abasse temp�erature, en aord ave les mesures exp�erimentales. La r�eponse �a un hamp ext�erieurr�ev�ele un plateau d'aimantation �a M=Msat = 12 . Nous disutons les onditions d'apparition d'untel plateau et les omparons ave les situations, mieux omprises, de la dimension un ainsi queelle de spins lassiques. Pour le plus grand syst�eme �etudi�e (36 sites), le fondamental poss�ede unequasi-d�eg�en�eresene quatre. Cette d�eg�en�eresene ne s'explique pas par une brisure spontan�ee desym�etrie mais elle onduit �a une interpr�etation topologique. Nous sugg�erons une image de \reso-nating valene-bond" (RVB) �a ourte port�ee pour la fontion d'onde du fondamental et disutonsdu lien �eventuel ave la phase de Haldane et les �etats de type \valene-bond solid". Le mod�eled'�ehange multiple sur le r�eseau triangulaire semble un des tous premiers exemples d'hamiltonienbidimensionnel de spins 12 dont le fondamental ne brise auune de sym�etrie �a temp�erature nulle.AbstratThe multiple-spin exhange model is an e�etive desription of the magneti properties ofquasiloalized fermions. We study this model for spins 12 on a triangular lattie and inlude ex-hanges involving 2, 3, 4, 5 and 6 partiles. This hamiltonian is now reognized as relevant tothe desription of the nulear magnetism of solid 3He �lms adsorbed on graphite. Our analy-sis is based on exat diagonalizations of �nite size systems up to 36 sites. In a large parameterrange, �nite size e�ets, strutures of spetra and orrelation funtions lead to the onlusionthat quantum utuations destroy magneti long-range order at zero temperature. The groundstate is haraterized by a �nite orrelation length ; it is a spin-liquid with gapped magneti exi-tations. We ompute the heat apaity and �nd that the low-temperature entropy is signi�ant,in agreement with experimental data. We investigate the response to an external �eld, and �nda magnetization plateau at M=Msat = 12 . We disuss the onditions for suh a plateau to appearand ompare them to the better understood situations of one-dimensional systems and of lassialspins. The largest sample we studied (36 sites) has a nearly fourfold degenerate ground state. Thisdegeneray turns out to be inompatible with a spontaneous symmetry breaking but leads us to atopologial interpretation. We propose a short-ranged \resonating valene-bond" (RVB) pitureof the ground state wave-funtion and disuss the possible relation to the Haldane phase or\valene-bond solid" states. The multiple-spin exhange model on the triangular lattie seems tobe one of the very �rst examples of two-dimensional spin 12 model without any broken symmetryat zero temperature.


