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Prologue

ette these se compose de deux parties principales qui forment des

entités assez largement indépendantes 'une de l'autre. Néanmoins,

la premiere partie traitant de questions relatives au formalisme pose

les notations qui seront utilisées systématiquement dans tout ce qui
suit. Par ailleurs, au sein d’une partie donnée, 'ordre des chapitres n’est pas
quelconque, et il y a quelque avantage a les lire dans 1'ordre.

Les outils mathématiques plus spécifiques dont on peut avoir besoin ici et
la dans cette theése ont été regroupés dans une troisieme partie intitulée “Com-
pléments techniques”. Le lecteur averti pourra naturellement et sans dommages
faire 'impasse sur cette partie.

Finalement, un index aidera les aventuriers qui ont entrepris de lire cette
these dans l'ordre alphabétique.

Concernant la nomenclature, j’ai essayé autant que faire se peut d’utiliser
les ressources de la langue francgaise et de ne recourir a la langue anglaise que
lorsque c’était difficilement évitable, ou pour des sigles qui sont tres usités et
deviennent totalement hermétiques si on les traduit en francais.

Pour ce qui est des conventions implicites, la métrique utilisée suit le consen-
sus usuel en physique des particules, & savoir g"¥ = diag(1,—1,—1,—1). Par
ailleurs, j'utilise un systeme d’unités dans lequel A= k, = ¢ = 1. Par conséquent,
masse, énergie, fréquence et température ont la méme dimension.
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Les cathédrales de la physique
n’ouvrent leurs nefs démesurées
qu’aux albatros mathématiques.

Et toi, modeste petit homme,
oublié au pied de la colonne,

les regardant la-haut planer

dans une éclatante lumiere,

si tu t’avises de leur demander :
“Pardon, Messieurs les physiciens,
Qu’est donc cette étrange lumiere ?”
Les physiciens te répondront
qu’elle est constituée de photons.
Contente toi de cette réponse!

Car si d’aventure tu demandais

ce que sont ces mystérieux photons,
ces pédants oiseaux feront choir :
“Le photon est la fonction propre
de 'hamiltonien quantifié

du champ électromagnétique.”



Premiere partie
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Introduction

e but de la théorie des champs a température finie est de décrire les

systemes de particules élémentaires ou la densité et la température

doivent étre prises en considération, tels les plasmas. En effet, la théorie

des champs habituelle ne permet d’appréhender que les situations o
le nombre de particules dans I’état initial est peu élevé, ce qui est la situation
qui prévaut dans les collisionneurs de particules, et des extensions & ce forma-
lisme sont nécessaires pour décrire un systéme comportant un grand nombre de
particules.

Une telle extension de la théorie des champs est apparue dans les années
cinquante, avec les travaux de MATSUBARA , dans le contexte de la physique
du solide. Ces travaux ont connu peu d’écho en physique des particules jus-
qu’a ce que des simulations numériques de Chromodynamique Quantique sur
réseau aient semblé indiquer que les quarks et les gluons, qui sont les champs
fondamentaux de la théorie des interactions fortes, pouvaient a suffisamment
haute température (la température de cette transition de phase est estimée a
environ 150 MeV /k,) exister a 1’état libre sous la forme d’un plasma, alors
qu’a température nulle ils sont confinés a l'intérieur des hadrons qui sont des
états liés constitués de quarks (tels le proton et le neutron). Des expériences,
dont le principe est de faire entrer en collision des noyaux lourds ultrarelati-
vistes, sont en cours (SPS,AGS) ou en projet (RHIC,LHC) dans le but de créer
en accélérateur les conditions de température et de densité nécessaires pour
réaliser cette transition de phase.

La théorie des champs & température finie est alors apparue comme 1'un
des outils théoriques permettant de décrire la phase déconfinée; des forma-
lismes alternatifs a celui de  MATSUBARA, plus proches de la formulation habi-
tuelle de la théorie des champs, ont été mis au point. A coté du travail d’étude
phénoménologique qui consiste & faire des prédictions sur des quantités phy-
siques susceptibles de différencier la phase plasma de la phase confinée, la théorie
des champs a température finie a suscité beaucoup de travaux sur le formalisme
lui méme, car il est apparu qu’en dépit de ses nombreuses similarités avec la
théorie des champs ordinaire, ce formalisme en differe de fagon cruciale par
certains aspects.

Cette breve introduction reflete également la dualité des travaux présentés
dans cette these, divisée par conséquent en une premiere partie relativement
formelle, suivie d’une partie ou je me suis intéressé a la production de photons
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par un plasma de quarks et de gluons.

Ainsi, je vais dans cette partie étudier quelques aspects formels de la théorie
des champs & température finie.f] En effet, apres la premiere formulation de la
théorie des champs & température finie par MATSUBARA est apparu le forma-
lisme dit “a temps réel”, développé par SCHWINGER, MAHANTHAPPA et KEL-
DYSH. Ce formalisme, ou I'un de ses dérivés, est celui que j’utilise tout au long
de cette these. Bien qu’apparemment plus proche techniquement de la théorie
des champs ordinaire, certains aspects de ce formalisme sont toujours débattus
a I’heure actuelle, parfois méme au niveau de ses fondements mémes.

L’organisation de cette partie est la suivante. Tout d’abord, je vais commen-
cer par un chapitre d’introduction a la théorie des champs a température finie.
Rien de nouveau n’est a attendre de ce chapitre excepté peut étre la section
sur l'invariance vis a vis du contour qui est peu commune, mais il sera tout de
méme utile pour fixer les notations qui seront utilisées ainsi que pour introduire
les problemes discutés ensuite. Le second chapitre est dédié a la discussion de
la représentation spectrale des fonctions de GREEN thermiques. 1l s’agit d'un
outil tres puissant qui permet de ramener 1’étude des propriétés générales des
fonctions de GREEN a celles d’objets plus simples. Ainsi, I’étude des fonctions
a deux points se ramene par cette méthode a celle des propriétés du propaga-
teur libre. Le chapitre suivant expose un travail concernant la justification du
formalisme & temps réel. Il ne s’agit naturellement pas de remettre en cause
un formalisme qui a par ailleurs fait ses preuves, mais d’apporter un éclairage
nouveau sur certains aspects de sa justification.

Le quatrieme chapitre a vu le jour a ’occasion d’une polémique a propos de la
généralisation en théorie des champs a température finie des regles de Cutkosky
servant a calculer la partie imaginaire d’une fonction de GREEN. J’exposerai
les tenants et les aboutissants de cette polémique, sa résolution, ainsi qu’une
extension de ces regles a quelques formulations alternatives.

Enfin, le dernier chapitre traite d’un probleme relié a la désintégration du
pion dans un milieu chaud. Plus précisément, il apparait que le diagramme
triangulaire qui couple le pion neutre a deux photons dans un modele o linéaire
ne possede pas une limite unique lorsque les impulsions du pions et des deux
photons tendent vers zéro. Cette propriété, spécifique a la théorie des champs a
température finie, fait que des calculs effectués avec des conditions cinématiques
différentes donnent des résultats différents pour cette limite d’impulsion nulle,
ce qui avait rendu la situation quelque peu confuse.

1Ce qui néanmoins ne signifie pas que la physique sera exclue de cette partie.
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Chapitre 1

Eléments de théorie des
champs a température finie

—[+-] Mon ami Fahoth, montre nous pour
commencer quelque chose d’un peu simple.

MIKHAIL BOULGAKOV
Le maitre et Marguerite

n théorie des champs a température nulle [I, 2, B], les quantités ob-

servables sont les sections efficaces que I'on peut par exemple mesu-

rer dans les collisions réalisées en accélérateur. Ces sections efficaces

peuvent étre elles-mémes reliées a des amplitudes de transition, les-
quelles sont finalement connectées via les formules dites “de réduction” aux
fonctions de GREEN qui sont les objets que 1'on peut calculer par les techniques
de la théorie des champs. Les fonctions de GREEN sont dans ce contexte des
valeurs moyennes de produits de champs, la moyenne étant effectuée sur 1’état
dit du “vide quantique”.

Supposons maintenant qu’au lieu de disposer de deux particules que l'on
fait entrer en collision, nous disposions d’un échantillon de plasma constitué
de particules de méme nature que précédemment. Pour ce nouveau systeme,
il est vraisemblable que des parametres de nature thermodynamique comme
la température, la pression ou la densité vont devenir pertinents. En d’autres
termes, des effets collectifs vont maintenant étre susceptibles d’influencer la
physique du systeéme. L’objet de la théorie des champs & température finie [@, G,
6] est précisément d’étendre la théorie des champs ordinaire de fagon & décrire
les propriétés d’un tel plasma.

Il est également & peu pres clair que les particules individuelles ne peuvent
pas constituer des états asymptotiques pour un tel systéme, car il est impos-
sible de suivre a la trace une particule donnée immergée dans un échantillon de
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plasma. Les objets directement observables sont les particules interagissant fai-
blement qui parviennent a s’échapper du plasma, et dont le taux de production
peut étre mesuré. Ce n’est cependant pas dans ce chapitre que je vais justifier le
fait que ces quantités observables peuvent étre reliées a des fonctions de GREEN
qui sont des généralisations assez naturelles des fonctions de GREEN utilisées
en théorie des champs ordinaire, méme s’il ne s’agit plus de sections efficaces
de collisions mettant en jeu un petit nombre de particules (voir le chapitre [f).
Tres brievement, les fonctions de GREEN sont définies par la moyenne canonique
(A) = Tr(e H/*5T A) /Tr(e H/k5T) en lieu et place de (A) = (0|A]0) ol |0) est
I’état fondamental du systeme d’Hamitonien H, et il s’agit dans ce chapitre de
présenter I'extension que doivent subir les regles de FEYNMAN habituelles pour
qu’elles permettent le calcul perturbatif de ces nouvelles fonctions de GREEN.

1.1 Approche covariante et thermodynamique
relativiste

1.1.1 Introduction au probléeme

De par la nature des systemes que la théorie des champs a température finie
se propose d’étudier, il existe un référentiel privilégié qui est le référentiel de re-
pos du plasma. Ce référentiel est défini comme étant celui dans lequel la vitesse
hydrodynamiquef] du plasma est nulle. Par conséquent, I’invariance de LORENTZ
de la théorie semble explicitement brisée par l’existence d’un tel référentiel et la
stratégie la plus simple (et également la plus fréquemment adoptée) consiste a
formuler la théorie dans ce référentiel particulier. C’est la position que j'adop-
terai dans la suite de cette these.

Toutefois, il peut étre intéressant de se demander si une formulation cova-
riante pourrait étre obtenue si I’on introduisait un parametre supplémentaire qui
serait la quadri-vitesse U, du plasma dans un référentiel a priori quelconque.
A cet effet, le premier probleme auquel on se heurte est celui de donner une
formulation covariante de la mécanique statistique et de la thermodynamique.
Cette question en apparence simple a vu le jour peu apres 1905 avec PLANCK
et EINSTEIN, et a été 'objet de nombreuses controversesf] par la suite, la plus
notoire étant celle initiée par OTT dans les années 60. La plupart de ces contro-
verses gravitent autour de la question de la température d’un objet en mouve-
ment. Afin d’entrevoir simplement les difficultés qui surgissent ici, supposons
que l'on décide de définir cette températuref] en étendant aux objets en mou-

ITant que 1’on se limite & un plasma & I’équilibre, il n’y a pas lieu de préciser davantage,
car une seule vitesse caractérise le mouvement du plasma dans un référentiel donné.

2Parmi les ouvrages suivants, [i7, 8] considérent la question comme triviale et y consacrent
seulement quelques lignes. Tolman dans [9] y passe plus de temps, mais considere la question
comme totalement résolue, et [IT, [Cl] apportent des réponses beaucoup plus nuancées. Dans
cette derniére référence, on trouve une discussion de diverses approches & cette question.

3Dans ce paragraphe, la température dont je parle n’est pas la température absolue, mais
une quantité qui est parfois qualifiée de température empirique. Pour la distinguer de la
température absolue, je la noterai par la lettre 6. Une relation biunivoque, dépendant du
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vement la fagon dont on la mesure. Par exemple, si I'on rameéne la mesure de
la température a celle de la longueur d’une colonne d’alcool, le résultat ob-
tenuf] sera @ = 6, si le thermometre est orthogonal & la vitesse de I'objet et
0 = 0,/(1 — v?/c?) si le thermometre est parallele & la vitesse. On voit donc sur
cet exemple qu’une méthode apparemment anodine de mesure de cette quan-
tité conduit a des résultats ambigus si on essaye de I'appliquer a un objet en
mouvement.

Le but de cette section est de faire le point sur les tenants et les aboutis-
sants de cette question. Je commencerai par y rappeler les fondements de la
thermodynamique classique, car ils nous éclaireront quelque peu sur le statut
de la température absolue. Ensuite, a l'aide d'un exemple, je montrerai qu’il
n’est pas indispensable de disposer d’une formulation de la théorie des champs
a température finie dans un référentiel arbitraire. En effet, la connaissance du
formalisme dans le référentiel propre du plasma suffit pour faire des prédictions
pour n’importe quel référentiel. Cet exemple montrera également que la ques-
tion de la “température d’un corps en mouvement” est une fausse question qui
présente assez peu d’intérét, car la température n’est pas mesurable en tant que
telle. Le paragraphe suivant donnera l'expression de l'opérateur densité dans
I’ensemble grand-canonique, et dans un référentiel arbitraire. Ensuite, dans la
derniere partie de cette section, je reviendrai sur la thermodynamique d’un
corps en mouvement. Aprés y avoir exposé la controverse entre les approches de
PLANCK et OTT, je terminerai par la formulation moderne de la thermodyna-
mique relativiste.

1.1.2 Thermodynamique dans le référentiel de repos

Avant de voir comment on peut décrire un systéme macroscopique en mouve-
ment d’un point de vue thermodynamique, il n’est pas inutile de donner un bref
exposé des principes de base de la thermodynamique d’un systeme au reposfl.

Tout commence lorsqu’on remarque que si 'on additionne toutes les formes
d’énergie que 'on rencontre au niveau macroscopique (i.e. sans se préoccuper
des détails microscopiques du systéme), on obtient une énergie macroscopique
E,, qui n’est pas conservée. De fagon plus formelle, si I’on note e,, la densité
volumique d’énergie macroscopique, et 7, la densité du flux d’énergie macro-
scopique, on obtient une équation locale du type de

o Oe
divy,  + 824 =0, , (1.1)

ou o,, est un terme de source qui est non nul du fait de la non-conservation
de cette énergie macroscopique. C’est le cas par exemple de ’énergie électroma-

processus de mesure que ’on utilise, existe entre cette quantité et la température absolue.
4Dans cette section, les quantités mesurées dans le référentiel de repos du plasma porteront
un indice zéro.
5Puisque dans ce paragraphe sur la thermodynamique classique, il n’y a aucune ambiguité
quant au choix du référentiel, j’ignore les indices o rappelant que les quantités considérées
sont définies dans le référentiel propre du systéme.
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gnétique pour laquelle le terme de source est ¢ = —j,, - E # 0 ou j est le cou-
rant électrique. Comme la physique s’accomode mal d’une situation ou 1’énergie
semble ne pas étre conservée, le premier principe de la thermodynamique pos-
tule 'existence d’une forme d’énergie ayant échappé a cette description, appelée
énergie interne et notée U, telle que la somme E = U + E,, soit localement
conservéefl. En d’autres termes, le terme de source d’énergie interne est égal &
oy = —0,,. Le premier principe de la thermodynamique ajoute que l’énergie
interne est une fonction d’étatf] du systeme, c’est & dire qu’elle ne dépend que
d’un petit nombre de parametres décrivant I’état thermodynamique du systeme.

Une conséquence du premier principe est que la variation d’énergie totale
d’un systeme est la somme de deux contributions :

dE = 6W +6Q (1.2)

le flux d’énergie macroscopique a travers la frontiere du systeme, appelé travail,
et le flux d’énergie interne, appelé chaleur (les termes de source locale ne contri-
buent pas car ils se compensent). On voit donc que la distinction entre chaleur
et travail dépend de la fagon dont on a divisé 1’énergie totale en deux termes.
Nous verrons plus loin que la définition de la température absolue en dépend
également. Si il existe une fagon relativement naturelle d’opérer cette division
lorsque le corps est au repos, il n’en est pas de méme lorsque le systeme est en
mouvement, et c’est ce qui a autorisé plusieurs formulations concurrentes de la
thermodynamique d’un systéme en mouvement. En particulier, il semble que la
controverse entre les approches de PLANCK et celle de OTT ait sa source dans
ce détail [IT].

Passons maintenant au deuxiéme principe et a ’entropie. J’adopterai plutot
ici ’énoncé “historique” du second principe qui me semble moins obscur que sa
forme modernef], et qui postule (sur la base de considérations expérimentales
en rapport avec le fonctionnement des machines thermiques) qu’un systéme ne
peut pas convertir en travail toute la chaleur qu’il recoit. Une conséquence assez
immédiate de cet énoncé est qu’au voisinage de tout état d’équilibre, il existe un
état qui ne peut pas étre atteint a partir du premier au moyen d’une transforma-
tion adiabatique réversible (ce résultat est connu aussi sous le nom de principe
de CARATHEODORY). Si on classe les états d’équilibre en classes d’équivalence
regroupant les états pouvant étre connectés par des transformations adiaba-
tiques réversibles, ce résultat indique qu’il y a plusieurs classes d’équivalence
distinctes. On peut alors définir une fonction S, appelée entropie, qui associe un

6Cela ne signifie pas que 1’énergie totale du systéme va étre constante. En effet, il peut tou-
jours échanger de ’énergie avec le reste de 'univers au travers de ses frontieres car le premier
principe ne contraint aucunement les flux d’énergie. Tout va donc dépendre des conditions
aux limites qui affectent le systeme.

7C’est 1a que réside véritablement I’aspect thermodynamique de ce principe. Tant qu’on se
limite & lui faire dire que ’énergie totale doit étre conservée, il s’agit encore de mécanique.

8L’énoncé moderne du second principe postule Iexistence d’une fonction d’état S, appelée
entropie, dont le terme de source o est toujours positif ou nul. Naturellement, cette fagon
concise de présenter les choses est tres efficace s’il s’agit de faire des calculs, car elle est
d’emblée opérationnelle. Par contre, on ne voit pas trés bien ce qui justifie & priori un tel
postulat.
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nombre a chaque classe d’équivalence (et par extension, elle associe un nombre
a chaque état). Cette fonction prend donc la méme valeur sur tous les états
pouvant étre reliés par une transformation adiabatique réversible. A cause du
résultat précédent, il est possible de construire une telle fonction qui soit non
triviale dans le sens ou elle ne prend pas la méme valeur sur tous les états.
Par construction, la variation dS de cette fonction d’état s’annule en méme
temps que la chaleur échangée Q). Comme il s’agit d’infiniment petits du pre-
mier ordre, on en déduit que ces deux quantités sont proportionnelles lors d’une
transformation réversible infinitésimale :

Ja ,0Q =adS . (1.3)

Ensuite, on prouve [[1] qu’il est possible de choisir une fonction S ayant les
propriétés requises ci-dessus et telle que la constante de proportionnalité o ne
dépende que de la température empirique 6 du systeme : a = «(6). On peut
méme prouver que la valeur que prend ce nombre «(f) est indépendante de la
procédure qui sert a mesurer cette température empirique. En d’autres termes,
il existe une température absolue, que 'on note T et telle que dS = 0Q/T lors
d’une transformation réversible et vérifiant dans le cas général

oQ
as > ¢ (1.4)

Enfin, on démontre la relation suivante pour une transformation réversible
dE =TdS + oW , (1.5)

ol W est le travail recu par le systéme (son expression dépend des termes
que l'on inclut dans Iénergie macroscopique), qui est a la base de tous les
développements ultérieurs en thermodynamique. Comme en général 1’énergie
macroscopique d'un systeme ne varie (dE,, = 0) pas dans le contexte des
problemes usuels de thermodynamique,f] cette relation est habituellement sim-
plifiée en

dU =TdS + §W . (1.6)

1.1.3 Une thermodynamique covariante est-elle indispen-
sable ?

Avant d’aller plus loin, on peut se demander si une formulation covariante
de la théorie des champs a température finie est vraiment indispensable, méme
pour calculer les propriétés d’un plasma observé depuis un référentiel qui n’est
pas son référentiel propre.

Cette question est en effet pertinente dans la mesure ou les quantités direc-
tement observables pour un systéme ne sont pas ses parametres thermodyna-
miques. Cela est apparu de maniere claire dans le paragraphe précédent avec

9En effet, on suppose usuellement que le systéme est immobile, et se trouve dans un champ
extérieur constant, de sorte que dE,, = 0.
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la température. On ne mesure pas la température absolue T' directement, mais
un parametre 6 appelé température empirique, qui peut étre une longueur, une
pression, etc. Ensuite, cette grandeur 6 est convertie dans la température abso-
lue T' au moyen de la fonction «(#), qui est caractéristique de la grandeur 6 que
I’on utilise. En d’autres termes, ce qu’on appelle communément un thermometre
est plutét une reégle graduée ou un barometre étalonnés pour afficher une mesure
de la température.

Par ailleurs, lorsque 6 est une longueur ou une pression, on connait sans
ambiguité la facon dont ce parametre se transforme dans un changement de
référentiel. On peut donc imaginer qu’on mesure 6 dans le référentiel de 1'ob-
servateur, qui n’est pas nécessairement celui du plasma (le thermometre est
immobile dans le référentiel du plasma, mais en mouvement par rapport a
lobservateur), et qu’on applique ensuite & la valeur trouvée la transformation
de LORENTZ qui nous ramene a la grandeur 6, qu’on aurait mesurée dans le
référentiel du plasma. On pourra ensuite déduire les parametres thermodyna-
miques du plasma dans son référentiel de repos, utiliser les lois de la thermo-
dynamique dans le référentiel de repos pour en déduire les valeurs de certaines
quantités observables, et transformer ces derniéres au moyen d’une transforma-
tion de LORENTZ inverse de la précédente pour les convertir en quantités que
I’on pourra directement mesurer dans le référentiel de I’observateur. En résumé,
sans rien connaitre de la forme que pourrait prendre la thermodynamique dans
son référentiel, I’'observateur peut faire des prédictions concernant le systeme en
mouvement.

Afin d’illustrer cette remarque, considérons un exemple concret plus proche
des problemes rencontrés en théorie des champs a température finie. Suppo-
sons par exemple que nous disposions d’un échantillon de plasma, enfermé dans
une boite, et qu’on ’entoure de détecteurs mesurant le spectre des photons
qu’il émet. Ces détecteurs permettent de mesurer la distribution f,(E,,D,)
telle que fo(E,, D,)dE,dS), soit le nombre de photons émis avec une énergie
comprise entre E, et E, + dFE,, et une direction dans ’angle solide df2, autour
de la direction p,, par unité de temps et par unité de volume de I’échantillon
de plasma. Cette distribution peut étre calculée au moyen de la théorie des
champs a température finie lorsque le plasma est au repos dans le référentiel du
détecteur.[Y Elle dépend alors des constantes de couplage et de la température
absolue T, du plasma dans son référentiel propre. Naturellement, on sait com-
ment obtenir la loi de distribution des photons observés dans un référentiel qui
serait en mouvement par rapport a la source des photons, par des arguments
élémentaires de cinématique relativiste. Comme illustré sur la figure [, la dis-
tribution ne sera plus isotrope, et les photons seront en moyenne plus durs vers
I’avant, et plus mous vers 'arriere. Plus précisément, on va obtenir une nouvelle
distribution f(FE,p), qui dépend implicitement de la température T, du plasma
dans son référentiel propre et de la quadri-vitesse U* du plasma dans le nouveau
référentiel.

En d’autres termes, on peut facilement obtenir la loi de distribution des pho-

10Ce probleme fera 1’objet de toute la deuxieme partie de cette these.
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"detecteur"

. | .
echantillon
de plasma

Fi1G. 1.1 — Distribution de photons dans le référentiel de repos du plasma, et dans un
référentiel en mouvement.

tons dans n’importe quel référentiel en utilisant uniquement la formulation de
la théorie des champs a température finie dans le référentiel du plasma. Cela
requiert cependant deux étapes : (a) : trouver la distribution de photons dans le
référentiel de repos du plasma a 1’aide de la théorie des champs a température fi-
nie formulée dans ce référentiel, et (b) : transformer la distribution obtenue pour
Iexprimer dans un référentiel arbitraire. D’un point de vue pratique, l'intérét
d’avoir une formulation de la théorie des champs a température finie dans un
référentiel arbitraire serait de court-circuiter ce processus en deux étapes,[J]
comme illustré sur le schéma suivant :

Transformation

[ SBep) | delowentn: ——[  j(Ep) |

parametre U,
(a) ()

Théorie des champs Théorie des champs
dans le référentiel dans le référentiel
du plasma : du détecteur :

parametre T, parametres 1, et U,

Puisqu’on sait que la distribution f(E,p) dépend de la température T, et de la
quadri-vitesse Uy, il est a priori évident que le formalisme qui permettrait de la
calculer en une seule étape doit contenir ces deux quantités comme parametres.

11Une telle situation est en fait déja connue en théorie des champs & température nulle, pour
les collisions sur cible fixe par exemple. Les calculs sont plus simples a faire dans le référentiel
du centre de masse (’analogue du référentiel propre du plasma), qui est distinct du référentiel
du détecteur.
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Par contre, il ne semble aucunement nécessaire de définir quelque chose qui
serait la “température du plasma en mouvement”, ce qui va dans le sens de
la remarque faite plus haut sur le fait que la température absolue n’est pas
observable par elle méme. Comme on le verra un peu plus loin, c’est la le point
de vue adopté dans la formulation moderne de la thermodynamique covariante.
La question de la température d’un objet en mouvement n’est méme plus posée,
et ce formalisme se contente d’utiliser les parametres T, et U,,. Il faut également
insister sur le fait que la formulation covariante de la thermodynamique est une
question présentant un intérét essentiellement académique dans la mesure ot on
peut tres bien se passer d’un tel formalisme en pratique.

1.1.4 Meécanique statistique covariante

La premiere étape vers une formulation covariante de la théorie des champs
a température finie consiste & généraliser a un référentiel arbitraire le point
de départ de la mécanique statistique, a savoir le lien entre 'opérateur den-
sité et les quantités conservées, dans I’ensemble canonique ou grand-canonique.
Contrairement a la thermodynamique relativiste, cette question fait I'objet d’un
consensus depuis longtemps.

A cet effet, il faut commencer par rappeler quelles sont les propriétés qu’on
attend de cet opérateur densité p :

— p est une fonction multiplicative, i.e. si on divise un systéme . en deux
sous-systemes .7 et 7%, alors on a p = p1p2.

— Le théoreme de LIOUVILLE implique que p est conservé le long d’une tra-
jectoire de phase. Cela implique que p est une fonction des seules quantités
conservées du systeme.

— p est une quantité invariante de LORENTZ.

On déduit de ces trois propriétés le résultat suivant : In(p) doit étre une com-
binaison linéaire scalaire de quantités conservées additives. Parmi ces quantités
conservées additives, on trouve les quatre composantes P* du vecteur énergie-
impulsion, et un certain nombre de charges conservées ),. En d’autres termes,
il existe un quadri-vecteur 3, et une série de scalaires a, tels que?

ln(p) = _ﬁupﬂ + ZaaQa s (17)

a une constante additive pres pour la normalisation.

Le quadri-vecteur (3, doit se réduire & (8, = 1/T1,,0) dans le référentiel
propre du plasma. Par conséquent, dans un référentiel arbitraire, il doit s’écrire
By = BoU,. On peut également suivant I'usage écrire aq = Bofta, ce qui donne

120n suppose implicitement que 1’objet auquel on s’intéresse n’est pas en rotation de sorte
que son moment cinétique MH*" est nul.
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la forme finale pour I'opérateur densité dans un référentiel arbitraire[3

p X eXp(—ﬂOUHP“ + /60 Z/LaQa) . (18)

C’est 1a le seul résultat dont on a besoin pour donner une formulation covariante
de la théorie des champs a température finie. On peut noter qu’ici non plus,
on n’a pas eu besoin d’introduire le concept de “température du systéeme en
mouvement”.

1.1.5 Formulation covariante de la thermodynamique
Introduction

Je me propose maintenant de discuter comment on peut obtenir une descrip-
tion thermodynamique d’un systeme en mouvement. On souhaiterait si possible
arriver a une formulation covariante, si I’on s’autorise a introduire la vitesse
U* du systeme comme parametre additionnel. Signalons tout d’abord que le
principe de relativité dit que si I'on décrit un systeme depuis son référentiel de
repos, la forme des principes de la thermodynamique est indépendante de son
état de mouvement par rapport au reste de I'univers. Par contre, il ne dit rien de
spécial sur la forme qu’ils doivent prendre lorsque le systéme est en mouvement
par rapport a I’observateur, hormis le fait que les prédictions physiques doivent
étre les mémes pour tous les observateurs.

Controverse Ott-Planck

C’est cette question qui a fait couler beaucoup d’encre dans les années
soixante apres que OTT ait sérieusement remis en cause dans l'article [I2] I'ap-
proche mise sur pied des 1907 par PLANCK et EINSTEIN. L’objet de la contro-
verse résidait dans les lois de transformation de la chaleur et de la température
lorsqu’on change de référentiel.

Le point de départ commun des deux approches réside dans le jeu suivant
de lois de transformation, dont on pourra trouver une justification dans [9] :

V=V,/1—-0v%/c? (1.9-a)
P=P, (1.9-b)
_ Y Ut BV (1.9-¢)
P ije '
2P 2
g = Jot v BoVo/c (1.9-d)

V1—02/c?

pour le volume, la pression, 'impulsion, et I’énergie interne. A cela, ils ajoutent
le fait que l'entropie est un scalaire (S = S,), ce qui va dans le sens de 'in-
terprétation statistique de l’entropie donnée par BOLTZMANN S = k,In Q. En

13Notons qu’on peut obtenir le méme résultat en rendant extrémale ’entropie statistique
définie par S = —Tr(plnp), sous la contrainte que les quantités Tr (pP*) et Tr (pQa) sont
fixées.
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effet, €2 étant un nombre d’états, on peut le considérer comme un invariant de
LORENTZ. Enfin, tous deux exigent que la forme de I’équation 6Q) = T'dS tra-
duisant le second principe soit conservée. Il en résulte en particulier que dans
leur approche, 6Q et T ont la méme loi de transformation.

A ce point, les deux approches empruntent des voies différentes. PLANCK
exprime le travail dW sous la forme suivante

SW = —PdV +v-dp. (1.10)

Dans cette équation, le premier terme est le travail des forces de pression
lorsque le volume du systeme change, et le second terme est le travail des forces
extérieures qui s’exercent sur le systeme. En effet, si on écrit la somme des forces
extérieures sous la forme F' = dp/dt, leur travail est F' - vdt = v - dp. A partir
de 13, en utilisant 6Q = dU — §W et en utilisant les relations ([.9), il obtient

0Q = /1 —02/c2(dU, + P,dV,) = 6Qor/1 —v2/c? . (1.11)

Sa loi de transformation pour la température est donc

T="T,/1—-v2/c?. (1.12)

OTT propose quant a lui une formule différente pour ’expression du travail
recu par le systeme. En effet, selon lui, dp/dt contient & la fois une contribution
du travail des forces mécaniques, mais également une contribution qui est liée
au fait que la chaleur recue modifie I'inertie du systéme. Ainsi, il propose pour
la somme des forces extérieures I’expression suivante

_dp Qv (1.13)
dt  dt ¢?
En d’autres termes, il affirme que la chaleur 6@ regue par le systeme entraine
une variation de masse telle que dmc?/y/1 —v2/c? = §Q. 1l retranche donc
(dm/dt)v/\/1 —v2/c? & dp/dt pour obtenir la force. A partir de la, son expres-
sion pour le travail “purement mécanique” est donnée par

2
SW = —PdV +v-dp — —6Q (1.14)
C

ce qui implique pour la chaleur

0
5Q = _ 99 ) (1.15)
V1—0v2/c?
Sa loi de transformation de la température est donc donnée par la relation
suivante

P _To (1.16)

V1—v2/c?

Ces deux jeux de lois de transformation sont a I’évidence tres différents. On a
vu que la différence vient de la maniere de répartir la variation d’énergie interne
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en travail et chaleur. Il semble en outre difficile de trancher entre 'une ou 'autre
de ces deux approches. Cela a permis aux deux camps de s’ affronter dans plus
d’une centaine d’articles durant les années soixante. Il a également été noté que
les prédictions pour les quantités observables obtenues a 'aide de ces deux ap-
proches sont identiques. Le consensus actuel consiste en fait a dire qu’il n’existe
pas d’expérience permettant de dire comment 1’échange d’énergie interne se di-
vise en deux termes. Le choix d’une telle partition est considéré uniquement
comme une convention n’ayant aucune incidence sur les prédictions physiques.
La formulation moderne de la thermodynamique relativiste contourne soigneu-
sement le probleme précédent d’une part en ne faisant jamais appel au concept
de température d’un corps en mouvement, et d’autre part en ne divisant pas les
échanges d’énergie en chaleur et travail.

Non causalité des lois phénoménologiques linéaires

Une autre controverse importante, quoique non reliée aux fondements mémes
de la thermodynamique, a concerné la généralisation des relations phénoméno-
logiques reliant les flux de certaines grandeurs aux gradients de grandeurs inten-
sives, comme la loi de FICK et la loi de FOURIER. En effet, ces relations linéaires
donnent des équations aux dérivées partielles paraboliques, qui conduisent a
une vitesse de propagation infinie pour un exces de température local. En ef-
fet, supposons par exemple qu’on ait a un instant initial z° = 0 un corps a la
température T uniforme. A cet instant, on le met en contact au point z = 0
avec un corps de température T # T7. On peut alors prouver que pour tout
x° > 0 et pour tout point x, la température est différente de T7, méme si
x > cx®. Ce probleme existe déja en thermodynamique non relativiste, mais
n’a été considéré comme inacceptable qu’apres les tentatives pour formuler une
thermodynamique relativiste.

On peut se convaincre que cette violation de la causalité est une conséquence
de la structure parabolique de I’équation de FOURIER, qui est elle méme une
conséquence de l'approximation linéaire pour ’expression du flux de chaleur. 11
semble que la solution a ce probleme soit de conserver dans ces lois phénoméno-
logiques des termes quadratiques en les gradients, ainsi que des termes de retard.
Les vitesses de propagation pour les inhomogénéités de température deviennent
alors du méme ordre de grandeur que la vitesse du son dans le milieu, ce qui est
en accord avec ce que 'on sait des mécanismes microscopiques de transfert de
chaleur. On pourra voir & ce sujet [I3].

Formulation moderne

On pourra trouver un exposé relativement récent de cette formulation dans
[2], ainsi que de nombreuses références. Dans cette formulation, un état d’un
systeme thermodynamique est décrit par un tenseur énergie-impulsion conser-
vé[d T+, par un flux d’entropie S*, et par un ensemble de courants conservés

14Cette propriété sous entend le fait qu’on ne sépare pas les échanges d’énergie en chaleur
et travail. Une telle division reviendrait a écrire T#” comme la somme de deux termes qui ne
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J#. La relation dU = T,dS + W admet la généralisation covariante suivante :

B dTH = dS" +) " agdJl (1.17)

ou (3, est un quadri-vecteur, et ou les o, sont des scalaires. Afin de retrouver
I’équation habituelle dans le référentiel de repos du systéme, il faut que le vecteur
0B, soit donné par

ﬂu = UV/TO 5 (118)

ou U, est la quadri-vitesse du systeme, et T, sa température absolue dans son
référentiel propre.

Lorsque le systeme est en équilibre, on peut exprimer les vecteurs et tenseurs
qui interviennent dans ([.I7) de la manieére suivante

T = (e+ P)UHU" — Pgt” (1.19-a)
St = sU* (1.19-b)
JE = q,U", (1.19-c)

ol les quantités €, P, s et q, sont des scalaires de LORENTZ qui sont respecti-
vement la densité d’énergie, la pression, la densité d’entropie, et la densité de
charge ., mesurées dans le référentiel propre.

Si on reporte les relations ([LI§) et ([LI9) dans ([CI7), on obtient deux
équations distinctes puisque U, dU* = 0. Les termes proportionnels & U* don-
nent une forme du second principe qui est plus familiere, et qui ne fait appel
qu’a des invariants :

de
? = dS + ;aaan . (120)

o

Les termes proportionnels a dU* donnent la relation

P= —e—i—Tos—i—ZToaaqa ) (1.21)
a

Si on note u, = T, les potentiels chimiques, on retrouve la relation de GIBBS-
DuHEM. On peut également obtenir la pression en fonction des seuls courants
St et JF et du tenseur énergie-impulsion, a I’aide de la relation

PBl=—B,T" + S* + 3 a,Jl . (1.22)

Comme on le voit, la direction prise ici pour formuler la thermodynamique
d’un corps en mouvement se limite & une “covariantisation minimale” des équa-
tions connues pour la thermodynamique du corps au repos.

sont pas conservés individuellement.

27



1.2 Principes de base

1.2.1 Prélude

En dépit de ce qui a été exposé dans la section précédente, nous n’exploi-
terons pas la possibilité de formuler la théorie des champs & température finie
dans un référentiel arbitraire, car le formalisme qui en découlerait n’apporterait
rien de plus que ce que I'on peut dire depuis le référentiel de repos du plasma,
tout en entrainant des complications techniques importantes.[’] Par conséquent,
dans toute la suite, je me limiterai au référentiel de repos du plasma. Il convien-
dra cependant d’avoir a 'esprit le fait que la quadri-vitesse U* du plasma peut
jouer un role, notamment lorsqu’il s’agit de faire la liste des termes pouvant
apparaitre dans un tenseur.

Afin d’illustrer les principes fondamentaux de la théorie des champs & tem-
pérature finie sans encombrer 'exposition de difficultés techniques annexes et
sans rapport avec le fait d’étre a température non nulle, je vais considérer dans
ce chapitre la théorie d’'un champ scalaire réel, excepté vers la fin du chapitre
olu j'exposerai brievement les particularités propres a d’autres types de champs.
Quelques mots s’imposent ici concernant ce qu’il y a lieu de considérer comme
le Lagrangien du systeme. On suppose toujours que mettre ensemble un grand
nombre de particules ne modifie pas la facon dont elles interagissent au niveau
microscopiquel¥. La conséquence pratique de cette hypotheése est que le La-
grangien qui décrit la dynamique et les interactions que subissent les champs
de la théorie est indépendant de l'opérateur densité du systeme, i.e. de ’état
statistique dans lequel se trouve le systéme macroscopique que 1’on considere.
Par conséquent, le Lagrangien du champ scalaire réel que ’on se propose de
considérer ici est le méme qu’a température nulle :

A

— I(b‘l ; (1.23)

1 1
_ w22
A 2M¢8¢ 2m¢

si 'on envisage une interaction quartique. Dans ce Lagrangien, ¢(z) désigne le
champ dans la représentation de HEISENBERG.

1.2.2 Fonctions de Green

Comme on 'a dit plus haut, les fonctions de GREEN qui sont la généralisation
la plus naturelle des fonctions de GREEN auxquelles on s’intéresse a température

I5En particulier, il est plutot compliqué de reproduire ce qui va suivre dans cette section
pour un référentiel quelconque. On pourra voir [[[5], qui procéde & la quantification du systéme
sur un hyperplan de genre espace arbitraire, dans un référentiel également arbitraire. Citons
cependant le résultat : dans le formalisme & temps réel, il suffit de faire la substitution suivante
au niveau des poids statistiques ng (ko) — ng (K, ,UH) pour avoir les régles de FEYNMAN
de ce formalisme dans un référentiel arbitraire.

16En mécanique statistique classique, le fait de continuer & utiliser la loi de NEWTON au
niveau microscopique est une hypotheése possédant un statut équivalent.
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nulle sont les objets suivants[d, 5, 6] :

Tr(ei’BH T¢($1) ce ¢(xn))

G(Ila"'axn) Tr(e,gH)

= (T ¢(z1)--- ¢(x7l)>ﬁ , (1.24)

ot 'on note 8 =1/k,T et ou la lettre T indique que le produit des champs est
agencé de sorte & faire apparaitre les champs dans ’ordre chronologique :

T¢(x1) - d(wn) = Z 0(xg 1) — o)) 0(@0 o1y — To(n))
oE€Cn X(b(fva(l)) T (b(mcr(n)) , (1.25)

ou &, est le groupe des permutations de n éléments et #(x) la distribution de
HEeAVISIDE.E]

Avant d’aller plus loin, il est possible de faire une remarque sur la limite de
température nulle de ces fonctions de GREEN. Supposons pour rendre I’argument
plus simple que 'Hamiltonien H posséde un état fondamental |0) dont I’énergie
est strictement inférieure a toutes les autres valeurs propres de H. Comme on
peut écrire la trace qui apparait dans la définition des fonctions de GREEN
thermiques sous la forme d’une somme étendue a toutes les valeurs propres de
H:

Tr(e PMA) = > e (n|An) (1.26)

H |n)=E, |n)

il est immédiat d’obtenir :

lim G(zy, -, x,) = (0|T¢(z1) - - - p(2)]0)

lim o0 (1.27)

Par conséquent, on constate que l'on obtient la définition des fonctions de
GREEN de la théorie des champs ordinaire dans cette limite. C’est un des ar-
guments en faveur de I'aspect “naturel” de la définition posée dans I’équation
r2).

Mentionnons également comment il convient de modifier cette définition si au
lieu d’un champ scalaire réel nous considérions un champ auquel sont associées
des quantités conservées (),. Dans une telle situation, un potentiel chimique g,
doit étre associé a chacune de ces “charges” conservées. Par ailleurs, ’opérateur
densité exp (—FH) qui entre dans la définition des fonctions de GREEN doit étre

remplacé par exp (—=BH + 3", taQa)-

1.2.3 Extraction de la dépendance en A\

En regle générale, il n’est pas possible de calculer exactement les fonctions de
GREEN définies plus haut. Cela est par contre possible si les champs considérés
sont libres, i.e. si la constante de couplage introduite dans le Lagrangien ([.23)
est nulle. L’idée de I’approche perturbative est donc de calculer les fonctions
de GREEN en supposant que la constante de couplage A\ est petite, et en les

17Elle est définie par 0(z) = 0si z < 0, (x) = 1 si x > 0 (#(0) n’est pas défini).
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développant en puissances de cette quantité. A température nulle, la dépendance
en A des fonctions de GREEN est contenue uniquement dans les champs de
HEISENBERG ¢ (), puisque le Lagrangien qui pilote leur dynamique contient
un terme dépendant de A. En examinant la définition des fonctions de GREEN
thermiques, on voit d’emblée que I'on a également une dépendance en A dans
Popérateur densité exp(—(GH), dont on va devoir tenir compte dans le dévelop-
pement perturbatif des fonctions de GREEN.[F Nous allons utiliser ici I’approche
canonique plutét que I’approche fonctionnelle, car elle permet de mieux appré-
hender certaines particularités de la théorie des champs a température finie.

La dépendance en A du champ ¢(x) peut étre prise en compte en reliant le
champ dans la représentation de HEISENBERG aux champs libres de la repré-
sentation “interaction”. Plus précisément, si l'on se donne un temps initial ¢,,
on peut écrire :

o(x) =U(t,,x°) i (x)U (2%, ¢t,) , (1.28)

ou U est un opérateur d’évolution défini par
Ulta,tr) = Ty exp i / Lin(bin(2))d' (1.29)

[tl,tQ]XRS

% étant le terme d’interaction du Lagrangien. Le symbole T, désigne quant a
lui un produit ordonné non pas selon les valeurs décroissantes du temps, mais
selon les valeurs décroissantes de I'abcisse curviligne[™ le long du contour orienté
allant de t1 & to. A partir de cette définition, on peut vérifier I'identité suivante

 0%u(0(x)
96

Par conséquent, si ’équation du mouvement du champ de HEISENBERG ¢(x)
est satisfaite, le champ ¢y, (z) vérifie quant & lui I’équation du mouvement d’un
champ libre. Cet opérateur d’évolution vérifie les propriétés usuelles qu’on at-
tend de lui :

(O +m?)p(x) =U(t,,2°)(0+m*)m(z)U(2°,t,) . (1.30)

U(t,t) =1 (1.31-a)
U(ti, t2)U(ta,t3) = Ulty,t3) - (1.31-b)

Afin de prouver la deuxiéme de ces relations, notons A(t1,t2,t3) le premier
membre de cette équation. On a alors & I'évidence A(t1,t2,t2) = Ulty,ta), et

1811 est en effet impératif de développer simultanément en puissances de A les champs ¢(x)
et lopérateur densité, sous peine d’introduire de graves incohérences dans le développement
perturbatif (qui apparaissent sous la forme d’une rupture de I’équilibre statistique induite par
les corrections perturbatives).

19T produit ordonné selon T. est donc identique au produit chronologique usuel si
to > t1. Si au contraire to < t1, ce produit se trouvera ordonné dans l'ordre in-
verse du produit chronologique. Le but de cette définition est d’avoir OU(t1,t2)/dt2 =
—iU(t1,t2) [ Zin(¢in(t2, x))d>x quelle que soit la position relative de ¢ et to.

R3
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I’équation d’évolution de cette quantité vis a vis du temps t3 est :

OA(ty,ta,t3) U (ta, t3)
8t3 8t3

= iUt 1)U (ta, 1) / Lo (ts, )P . (1.32)
R3

= U(tla t2)

On constate que cet opérateur A(ty, t2,t3) posséde la méme équation d’évolution
assortie des mémes conditions initiales que le second membre U(t,t3), ce qui
prouve l'identité (L.3T-b).

Si on introduit un temps ¢, arbitraire lui aussi, on peut écrire

d)(‘r) = U(t“tF)U(tF,xo)gﬁin(I)U(l‘o,tI) ) (133)

ce qui permet d’écrire le produit chronologique du produit de n champs de
HEISENBERG sous la forme suivante

T o) oan) =T |Gular) e ulen) ep i [ Lulula)ate] |
(61U%s) xR3
(1.34)
oll ¢ et 6, sont des contours orientés allant respectivement de ¢, a ¢, et de ¢,
a t, le long de ’axe réel.

Passons maintenant a la dépendance vis a vis de la constante de couplage A
contenue dans I'opérateur densité. Pour cela, il est utile de décomposer I’Hamil-
tonien du champ considéré en une partie libre H, et une partie H’ contenant
les interactions (i.e. la constante de couplage A). La formule de base qui permet
d’isoler la dépendance en A dans exp(—GH) est ([I6, [5] par exemple)

P — oBHo T oy i / L)'z | (1.35)
€ X R3

ol 6, est un contour allant de ¢, a t, — i parallelement a ’axe imaginaire.

Notons A(B) = e P et B(f) le deuxiéme membre de 1’équation (.35). On
a trivialement A(0) = 1 et 0A(B)/98 = —HA(S), ainsi que B(0) = 1. D’autre
part, B(() peut se réécrire sous la forme

t,—iB
B(B) = e P T exp —i / H! (t)dt, (1.36)
tI

oul'on note H (t) = exp(iH,(t—t,))H' exp(—iH,(t—t,)) la partie perturbatrice
de 'Hamiltonien dans le schéma “interaction”. Ceci permet ensuite d’obtenir

t,—ip
—= =_—H,B(B)—e PHH] (t, —iB) T. exp —i / H (t)dt
t

I

= —(H, + H')B() = ~HB(5) . (1.37)
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Par conséquent, les opérateurs A(3) et B(8) coincident en un point et obéissent
a la méme équation d’évolution. Ils sont donc égaux.

Il est & noter que cette manipulation est rendue possible par la structure
tres particuliere de 'opérateur densité a I’équilibre thermodynamique, puisqu’il
peut étre dans ce cas considéré comme un opérateur d’évolution opérant une
translation temporelle imaginaire.

1.2.4 Fonctionnelle génératrice

Comme a température nulle, il est possible d’extraire toutes les fonctions de
GREEN par dérivation fonctionnelle d’une fonctionnelle génératrice. Pour cela,
il est nécessaire de coupler le champ ¢(z) & un terme de source fictif j(z) que
I’on fera tendre vers zéro a la fin du calcul. Pratiquement, cela revient a écrire :

16 J
Lo n) = 2000 65Ge) ™ i67(en)

Z[j] , (1.38)

Jj=0

avec une fonctionnelle génératrice donnée par

Zljl = <Tc exp i / [Zin (din(2)) +  (2) Pin(2)] d4$> : (1.39)

(%1 U%g) xR3 8

Ensuite, si 'on utilise la relation entre exp(—(BH) et exp(—BH,) établie plus

L % 2
ng

G,

Vv

t-ip

F1G. 1.2 — Le contour d’intégration dans le plan complexe.

haut, on peut récrire cette fonctionnelle génératrice sous la forme :

e—BHo
Z[J] = &W <Tc exp 14 /[Zn((bm(x)) +J(x)¢1n($)] d4.’L'> ) (1'40)

€ xR3 Bo

ou ¥ désigne le contour orienté %, U %> U%, représenté sur la figure [L4. On doit
pour cela étendre la définition de la source j(x) a la totalité du contour €. Dans
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cette équation, la notation (A) 3, désigne la moyenne thermique de la théorie
libre, 4.e. Tr (e7#Ho A) /Tr (e#He). On peut deés & présent noter que le préfacteur
Tr (e7BHo) /Tr (e7PH) est inessentiel. En effet, ce facteur est indépendant de la
source j(x) que 'on a couplée au champ ¢(x). Il contribuera donc de fagon
identique a toutes les fonctions de GREEN. On peut aisément vérifier que son
role est simplement de compenser les diagrammes du vide qui apparaissent dans
le développement perturbatif. Par la suite, on ignorera simplement ce facteur
ainsi que les diagrammes du vide.

Il est ensuite possible de factoriser la dépendance dans la constante de cou-
plage A sous la forme d’un opérateur agissant sur une fonctionnelle génératrice
libre :

Z]j) = exp ‘ 4 f“(wi(m)d% 701, (1.41)

ol je note

Zolj] = < T, exp i / J(m)¢in($)d4$> . (1.42)

< 3
¢ xR Bo

A partir de cette expression, on peut se livrer sur la fonctionnelle Z,[j] & des
transformations similaires & celles que I'on effectue a température nulle. A 1'aide
de la formule de CAMPBELL-HAUSSDORFPY, on peut dans un premier temps
transformer le produit ordonné selon T, en un produit ordinaire, ce qui donne :

7o i [ i@on()ds=exp i [ j@)on(o)is

€ xR3 € xR3

X exp _% / 96<LL‘O - yo)]<x)](y)[¢m($>v ¢in(y)]d4xd4y ’(1'43))
€ xR3

ou la fonction 6. est I'extension de la distribution de HEAVISIDE au contour
orienté €. Si 'on décompose maintenant le champ libre ¢, (x) sous la forme

din(z) = <;51(: ) (x) + ¢1(n_ )(x), ou qﬁl(: )(J:) contient les opérateurs de création et
qbl(; ) (z) contient les opérateurs d’annihilation, on peut appliquer une deuxieme
fois la formule de CAMPBELL-HAUSSDORF pour passer a un produit normale-
ment ordonné (i.e. ol les opérateurs de création sont & gauche des opérateurs

d’annihilation) :

T. exp i /j(x)¢in(m)d4x =:exp i /j(x)¢in(x)d4x:
€ xR3 € xR3
2TLorsque [4,[A, B]] = [B, [A, B]] = 0, on a l'identité 7] :

eAeB — oA+B ,3[A,B]
21En particulier, cela implique ¢1(;)(z) [0) = 0 et (0] ¢l(:‘r)(m) =0.
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xew 5 [ i@t {60 @.6 W)

€ xR3
~ 0@~ y*)gin (@), 6ua (v)] | d'ad'y . (1.44)

A ce stade, on peut remarquer que la combinaison de commutateurs qui ap-
parait entre les crochets sous la deuxieme intégrale est en fait proportionnelle
a l'opérateur identité, et peut donc étre considérée comme un simple nombre
complexe. Ainsi, il est possible d’identifier le contenu de ces crochets au résultat
de action d’une forme linéaire arbitraire normalisée de fagcon & prendre la va-
leur 1 sur 'opérateur identité, comme par exemple (- - -) 8, Cela permet d’écrire
la fonctionnelle génératrice libre sous la forme [I8] :

Zuli) = Clil exp —5 [ J@i)Galep) diad'y, (145
€ xR3

ou l’on note H
Tr (e PHe T, i (@) pin (y))

Go(xuy) Tr e—BHo )

le propagateur libre de la théorie et

Cljl = <: exp 14 / §(x)bin (x)d :>

€ xR3 Bu

(1.46)

xew 5 [ i@it) (6 @0l W) + 0l el @)

€ xR3

rou @0 ) + ol @0l W) ) dhedty. (147)

o

1.3 Théoréeme de Wick et regles de Feynman

1.3.1 Théoreme de Wick

A priori, les régles de FEYNMAN pourraient étre rendues singulierement com-
pliquées par la présence du facteur C[j] (voir par exemple [19, 20, 21]), lequel
est égal a 1 a température nulle. En fait, vérifier que ce facteur est égal a 1
revient a prouver que le théoreme de WICK peut étre généralisé a la théorie des
champs & température ﬁnie. Pour ce faire, il faut exprimer les champs d)l(ni ) (x)
en fonction des opérateurs de création et d’annihilation

0@ = [ eI )l () (1450

4
¢\ (z) = / (;iﬂ];e_ik'we(ko)é(ﬁ —m?) a(k) (1.48-b)

22Pour une approche plus formelle du théoréme de WICK & température finie, on peut voir
22,
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et utiliser les relations suivantes
(al(ky) - al(kp)a(k)) - ra(ky))
=0 3 (ol (k)alk)),

s€EG,

- (at(Ron)a( ;(n))>ﬁ , (1.49)

o o

<aT(k)a(k')>B = (2n)32wpn, (wr)d(k — k'), (1.50)

ot on note w, = v/(k* + m?) et ot n, (z) = 1/(exp(Bz) — 1) est la distribution
de BOSE-EINSTEIN.

Afin de justifier ces relations, notons que les relations de commutation ca-
noniques [H,,a(k)] = —wra(k) et [H,,a' (k)] = wra'(k) impliquent

e ak)] = e (1 - P )a(k) (151)
On en déduit

Tr (e PHoq(k)) = Tr (a(k)
— Tr (a(k)e e + [eBHe, a(k))
= Tr (a(k)e PHo) 4+ (1 — e PR)Tr (e PHoq(k)) (1.52)

qui entraine immédiatement (a(k)); = 0. En itérant cette technique, on
prouve ensuite par récurrence que les valeurs moyennes de produits d’opérateur
de création et d’annihilation sont non nulles si et seulement si il y a autant de
a que de af. Ensuite, considérant le cas oll n = p, on obtient

<aT(kl) cal(kp)a(k)) - a(kL) >

Bo

—Zn (wr,)[a(k}), af (k. )]< (k1) a' (kn_y) [ [ a(k)X >5
B

J#i

o

en amenant 1'opérateur af(k,, ) complétement & droite, et en utilisant ensuite la
cyclicité de la trace et la relation de commutation e #Heoqt (k) = e #«raf (k)e=BHo
pour le ramener & sa position initiale. Cette relation prouve I’équation ([.50)
lorsque n = 1 et par récurrence, elle s’étend a la relation ([49).
Appliquant ces relations, on vérifie sans peine que 'on a

<: exp 14 / §(x)pin (z)d :>
€ xR3

Bo

- <exp i / j(@)o{D (@)d*e x exp i / j<y>¢§n><y>d4y>

€ xR3 € xR3 Bo
—exp — [ i@i) (@D W), dtad'y (1.54)
€ xR3
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Cette relation implique ensuite trivialement C[j] = 1. La fonctionnelle généra-
trice libre est donc gaussienne dans les sources j(x) comme & température nulle,
ce qui est une des formes du théoreme de WICK.

1.3.2 Regles de Feynman
Champs scalaires

A Daide des relations ([L41)), ([.45) et ([.44), il est maintenant trivial d’écrire
les regles de FEYNMAN permettant de réaliser le développement perturbatif
en théorie des champs a température finie. Il s’agit de faire la liste de toutes
les topologies contribuant a la fonction de GREEN considérée, avec un nombre
de boucles fixé. Le facteur de symétrie des différents diagrammes est le méme
qu’a température nulle. Ensuite, a chaque vertex du diagramme est associé une
intégrale —i\ f%X]Rg d*z. Enfin, si une ligne du diagramme connecte le vertex
se trouvant a la position x a celui se trouvant a la position y, on attribue a
cette ligne le propagateur G,(z,y). On voit donc que les régles de FEYNMAN
a température finie sont trés similaires & celles que l'on connait a température
nulle, la seule différence de taille (outre I'expression détaillée du propagateur)
étant le fait que l'intégrale sur le temps aux vertex a pour support le contour
% au lieu de la droite réelle.

N Y
Go(z,y)
Fi1G. 1.3 — Regles de Feyn-
man dans ’espace des coordon-
nées. — A / dir
€ xR3

Comme a température nulle, le développement perturbatif ne devient vrai-
ment applicable en pratique qu’apres avoir effectué une transformation de Fou-
RIER. Il en est de méme ici. Dans un premier temps, il peut étre tres utile
de limiter la transformée de FOURIER aux composantes spatiales des quadri-
vecteurs. En effet, le contour temporel étant différent de ce que ’on connait &
température nulle, la transformation de FOURIER de la variable temporelle sera
étudiée avec plus de détails dans une section ultérieure. La mise en oeuvre de
cette transformation de FOURIER partielle conduit & des régles de FEYNMAN
légerement modifiées. A chaque vertex, on se contente d’intégrer sur le temps le
long du contour %, et d’imposer la conservation des impulsions spatiales. Dans
chaque boucle indépendante, on intégre sur toutes les valeurs de la tri-impulsion
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transportée par cette boucle. Enfin, si une ligne reliant le vertex de temps x°
au vertex de temps y° transporte 'impulsion k, on lui associe le propagateur

Go(x°,9°: k) (2m)36(k + p) = /e*ik'we*ip'yGo(x,y)d3:cd3y . (1.56)

RS
Le propagateur G, (z°,y°; k) posséde une expression analytique treés simple. En
effet, sil’on utilise les équations ([-46),([4]3) et (L50), il est immédiat d’obtenir :
1

Go(x%,y% k) = Yon

[0c(e(y® —2°)) +ny, (wk)]e_m""(yo_xo) . (1.57)
e=+

Fia. 1.4 — Regles de
Feynman dans le syste-
me de coordonnées mixtes

(z°, k).

Particules transportant une charge

Comme cela est de quelque utilité, nous allons donner aussi ’expression du
propagateur libre dans le cas ou les champs de la théorie transportent une charge
conservée. On dit d’'un champ ;,(x) qu’il transporte la charge conservée @ si
I’on a une relation de commutation du type :

Q. ¥in(2)] = —q¥hin(2) | (1.59)

ol () est un opérateur hermitique et ot ¢ € R. On peut alors vérifier que
si ¥, est lui aussi hermitique, alors la relation précédente n’est compatible
qu’avec ¢ = 0, ce qui est d'un intérét limité. L’exemple le plus simple de champ
transportant une charge conservée non triviale est celui d’un champ scalaire
complexe. L’opérateur associé a un tel champ n’est pas hermitique, ce qui signifie
que l’on a des anti-particules distinctes des particules. Si a, a’ sont les opérateur
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d’annihilation et de création des particules et b, b’ ceux des anti-particules, les
relations ([.48) deviennent :

4
Vin(z) = / %9(1&)5@2 —m?) (a(k)e * T + b1 (k)e*®) (1.60-a)

W () = / (jﬁ’;e(/w)a(ﬁ —m?) (b(k)e~ ™" + at (k)T (1.60-b)

Les relations de commutation attendues sont réalisées si 'on a les relations de
commutation élémentaires suivantes

Q. a(k)] = —qa(k) ., [Q.b'(K)] = —qb (k) (1.61-a)
[Q.a' (k)] = qa’ (k) . [Q.b(K)] = gb(k) . (1.61-b)

De telles relations impliquent en particulier que les anti-particules transportent
une charge opposée a celle des particules. Ensuite, il est aisé d’obtenir les rela-
tions de commutation entre 'opérateur densité libre et les opérateurs d’annihi-
lation :
a(k)e—ﬂHo+6uQ — ¢ BwrtBug e—ﬂH0+ﬁuQa(k) (1.62—&)
b(k)e—ﬁHo+ﬁuQ — e Pwr—Puq e—ﬁHo-i-ﬁqu(k) ) (1.62—b)

Dans une telle théorie, le propagateur libreF est

Do(,y) = (Te Yin(2) i (y)) 5, - (1.63)

En utilisant les relations ([.69) ainsi que les relations de commutation cano-
niques satisfaites par les opérateurs de création et d’annihilation, on obtient les
valeurs moyennes suivantes

(o' (k)a(K))), — (27T)3e/@(w2f07u’;)—1 5k — k) (1.64-a)
(b (k)b(K')) . = (27r)36m%2:’7£)71 5(k — k) (1.64-b)

(b (k)a(k")); = (b(k)a(K)),; = (a(k)a(k')), = (b(k)b(K')), =0,

o

qui permettent d’obtenir l'expression suivante pour le propagateur libre en
présence d’une charge conservée Q) a laquelle est associé le potentiel chimique

W

1
_2wk

1
o o
60” ~ 2D+ Sy

Do, 4 k) icony®—a")
e==+
(1.65)

23Gi la conservation de la charge @Q est préservée par les interactions que subit le champ
Yin, alors la structure du contour € reste inchangée, car @ ne dépend pas de la constante de
couplage A contrairement a ’Hamiltonien H. Le propagateur libre est donc la seule chose qui
change dans les régles de FEYNMAN.
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Fermions

Un autre cas qui présente quelques particularités est celui de champs de
spin demi-entier. Résumons brievement les points qui vont étre différents par
rapport au cas du champ scalaire réel. La différence qui est source de toutes les
autres réside dans le fait que la quantification canonique des champs de spin
demi-entier doit étre effectuée a l’aide de relations d’anti-commutation si I'on
veut obtenir une théorie cohérente. La premiere conséquence apparait dans la
définition du produit chronologique, qui pour le produit de deux opérateurs doit
maintenant étre défini comme :

T. A(x)B(y) = 0c(2° — y°) A(x) B(y) — 0c(y° — 2°) B(y) A(z) - (1.66)

Ainsi, méme si le propagateur libre est toujours la valeur moyenne libre d’un 7-
produit de deux champs libres, son expression finale va étre modifiée. De plus, le
fait que les relations canoniques entre les opérateurs de création et d’annihilation
soient des relations d’anti-commutation implique que c’est le poids de FERMI-
DIRAC qui apparait naturellement dans les quantités telles que (a'(k)a(k’)) , .
Si I'on veut étre plus spécifique, on peut considérer par exemple le cas de fer-
mions de spin 1/2, représentés par les spineurs suivants :
d4k o 2 2 A —ik-x t A ik-x
Uin(x) = / Wﬂk )6(k™ —m”) (ba(k)u’(k)e™ ™™ + d} (k)v™ (k)e™™)

Fulo) = | (21539(’“)5("72 = m®) (dy (k)P (k)e ™ 4 0 (k)i (k)™ )

ol u* et v sont des spineurs indépendants solution de I’équation de DIRAC :

f—murk)=0, (F+mpk)=0 (=12,  (1.68)

normalisés au moyen des relations
ua(R)up(k) = (K +mag,  va(k)T3(K) = (K —m)as - (1.69)

On peut écrire pour un tel champ un Lagrangien possédant une symétrie U(1)
entralnant l'existence d’une charge conservée ). Décidons par convention que
Iopérateur b; crée un quantum de charge g et que d; détruit un tel quantum,
ce qui fixe toutes les relations de commutation entre @) et les opérateurs de
création et d’annihilation. Avec les relations d’anti-commutation canoniques,
nous disposons maintenant de tous les éléments pour obtenir ’expression du
propagateur libre S, (z,y) = (T, \Ilin(a:)fin(y»ﬁo

1

So(ﬂjo,yo; k) = m

[—ewry” — k- v +m]
e=+
1

- e )¢ T A0)

< [ec<e<y0 —2%)

Le reste des régles de FEYNMAN est identique a celles exposées plus haut,
auxquelles on doit ajouter un signe — pour chaque boucle de fermions.
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1.4 Symétrie KMS

Si l'on regarde d’un peu plus pres l'expression du propagateur libre donné
par 1’équation ([57), on constate qu’il satisfait aux identités suivantes :

Go(t,,y% k) = Go(t, —if,y°; k) (1.71-a)
Go(x°,t,; k) = Go(z°,t, —iBs k) . (1.71-b)

En d’autres termes, le propagateur libre d’un champ scalaire réel prend les
mémes valeurs aux deux extrémités du contour d’intégration €. Ces relations
sont connues sous le nom d’identités de KUBO-MARTIN-SCHWINGER |23, P4] et
elles jouent un role extrémement important en théorie des champs a température
finie.

Pour un champ scalaire complexe véhiculant la charge conservée @, il est
possible de vérifier en utilisant ([L69) que 'on a

Do(t,,y% k) = e?MD,(t, —iB,y°; k) (1.72-a)
D, (2%, t,;k) = e PHID, (2%, t, —ifB; k) . (1.72-b)

Quant au propagateur libre de champs de spin 1/2, il vérifie

So(t; y° k) = —e M9S,(t, —iB,y°; k) (1.73-a)
So(x°,t,;k) = —e PrIS, (2%, t, —if; k) . (1.73-b)

Cette symétrie est en fait beaucoup plus générale que ne le laissent penser
les exemples ci-dessus. Il s’agit en fait d’une conséquence de la structure de
I'opérateur densité a I’équilibre thermodynamique,FF qui est valable pour toutes
les fonctions de GREEN, a tous les ordres du développement perturbatif. Consi-
dérons la fonction de GREEN suivante pour un champ scalaire réel :

Gy, an) = (Teg(z1) - ¢(xn)) 5

= D el — 5)  Oel@amt) — o)
TE o ((@e1)  BTo () - (1.74)

De cette définition, on déduit

Gt @1), 22, 2p) = Z 9c(ffg(1) - xg(z)) ) "ac(xg(an) - x?(nq))
0c€G, /o(n)=1

X <¢(xa(l)) e (]5(1’0(7171))925@1, w1)>5 (175)

240n peut montrer que les relations KMS peuvent étre vues comme la traduction en théorie
des champs de relations connues sous le nom de “relations de ’équilibre détaillé” en physique
statistique.
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ainsi que

G((t, —iB,@1), 2 Z Oc(Tg(2) — To(3)) Oc(@g (1) — To(n))

UEG Jo(1)=1

< (@, =i, 1) (T4 (2) - D(To(n))) 4 -(1.76)

En notant que I'opérateur de HEISENBERG ¢(z) vérifie e PHo(t, ) = o(t +
i3,x)e P on peut dans la derniére expression commuter ¢(t, —i3,x) et e PH.
Si lon utilise ensuite la cyclicité de la trace, on obtient alors I’équation ([.75)
(& un décalage pres dans les indices muets). Si on remarque également que le
fait d’avoir choisi de privilégier le champ ¢(x1) ne joue aucun réle du fait de la
totale symétrie qu’induit le T.-produit, on a donc prouvé de fagon tout a fait
générale la relation

G(l‘la"'a(tjawi)f"axn) = G(wla"'7(t1 _2571:7/)’ ',.’I}n) (177>

lorsque le champ attaché a I’entrée n°i de la fonction de Green est un scalaire
réel. Cette relation a été prouvée ici de fagon non perturbative. Elle est donc
vraie a tous les ordres de la théorie des perturbations, et en particulier au niveau
du propagateur libre comme on ’'a déja vérifié.

Si l’entrée n°i est attachée a un champ scalaire complexe, la relation précédente
devient

G(xla"'7(t17wi)a"'7xn) = eﬁuin('Tlf"?(t[ —iﬁ,$i),"',l’n) ) (178)

ol ¢; est la valeur de la charge @) entrant dans la fonctionP? par la ligne n°i.
Dans le cas ol 'entrée n°i est attachée & un fermion de spin 1/2, on a la relation

Gz, (t,, ), xp) = —eﬁ“‘“G(ml, e (t, =18, m), x,) . (1.79)

1.5 Invariance vis-a-vis du contour

Dans le calcul de la fonctionnelle génératrice, nous avons été amenés a intro-
duire deux temps réels arbitraires ¢, et ¢, qui définissent le contour d’intégration
% . De par leur nature arbitraire, il est préférable de s’assurer que leur choix n’a
aucune influence [I8] sur les résultats du développement perturbatiffd. A cet ef-
fet, nous allons utiliser les relations KMS vérifiées par les propagateurs libres. A
ce stade, on peut noter que la symétrie KMS affecte seulement la variable tem-
porelle. Elle est par conséquent vérifiée aussi bien avant qu’apres avoir effectué
la transformation de FOURIER pour les variables spatiales. Cela signifie que le
détail de la facon dont on traite les variables spatiales ne joue aucun role pour

250n a évidemment > 1 ¢ = 0 du fait de la conservation de la charge Q. C’est pourquoi
dans le cas du propagateur, le facteur qui apparait lorsqu’on consideére la deuxiéme entrée est

—Brq
e .

26De nombreux articles ont fait jouer & la limite t, — —oo un réle non trivial dans le but
de justifier certaines manipulations. Le fait que la symétrie KMS implique I’'indépendance du
développement perturbatif vis & vis du temps initial ¢, a été mis en évidence dans [I¥].

41



établir la propriété qui nous intéresse. Par conséquent, dans le but d’alléger les
notations, nous n’écrirons que les variables temporelles des fonctions entrant en
jeu.

Soit un diagramme G que l'on se propose de considérer dans le cadre du
développement perturbatif, on peut écrire formellement

G(xi’,--wi,):/ [Lawe| Fat, o alyes - u2),  (180)
& =1

ou v est le nombre de vertex du diagramme, et ou la fonction F' est le produit de
tous les propagateurs libres constituant ce diagramme. Indépendamment de la
nature des champs circulant sur les lignes internes du diagramme, cette fonction
F vérifie la propriété suivante :

VZG [1,...,1)]’ F(x‘f’...7xz|yf’...’yf:t[v...’yg)
:F(xcl)a"'vx%|y€7"'ayf:tl _Zﬂ77yg) . (181)

Notons d’emblée que cette propriété est triviale grace a ([L71)) si tous les propa-
gateurs internes au diagramme transportent un champ scalaire réel. Si certains
des propagateurs transportent une charge conservée, elle découle de la nullité
de la somme des charges arrivant a un vertex, qui implique la compensation de
tous les facteurs e*#% , Si des lignes fermioniques parcourent le diagramme, les
regles de FEYNMAN imposent qu’il y en ait toujours un nombre pair a chaque
vertex, ce qui entraine la compensation des signes — de ([.73).

Afin de prouver maintenant que G ne dépend pas de ¢,, remarquons que la
seule dépendance en ¢, est contenue dans les extrémités du contour d’intégration
% . Or, si 'on considére une quantité de la forme

A= / dr°a(z°) | (1.82)
€

on obtient
dA

d—tI =a(t, —if) —alt,), (1.83)

pourvu que la fonction a(z®) soit holomorphe dans un domaine connexe conte-
nant les deux extrémités ¢, et ¢, —i(. En outre, si la fonction a(x°) vérifie cette
propriété, le résultat A de l'intégrale ne dépend pas du contour, mais seule-
ment de ses extrémités. Dans le cas qui nous occupe, la fonction F' possede des
propriétés de régularité suffisantes pour le lemme précédent,F] mais en outre
elle prend les mémes valeurs aux deux extrémités du chemin d’intégration.

27En fait, on a besoin ici d’une version un peu plus générale du lemme précédent, car &
strictement parler la fonction F' n’est pas holomorphe en général. En effet, ce résultat est
encore vrai si la fonction a(z°) peut se mettre sous la forme suivante :

a(z®) = 0.(z° — y°)a™ (2°) + 0.(2° — z°)a™ (z°) , (1.84)

oll y° et z° sont deux éléments arbitraires de ¢, et ot les fonctions a®(z°) et a=(z°) sont
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Par conséquent, on prouve sans peine par récurrence que le diagramme G ne
dépend pas de ¢,. En fait, on a méme un peu plus que cela : le diagramme
G est indépendant du chemin d’intégration suivi pour une tres large classe de
contours. En fait, de I’étude précédente, il ressort que les contours admissibles
sont tous les chemins partant d’un temps ¢, arbitraire situé sur ’axe réel et se
terminant au temps complexe ¢, —i3. Naturellement, ceci implique trivialement
que G ne dépend pas de ¢, sil’on considere des contours du type de celui qui
est représenté sur la figure [T3.

Dans cette section, je me suis pour l'instant contenté d’étudier les consé-
quences de KMS sur le résultat de I'intégration sur €. 1l en a résulté une liberté
assez grande dans le choix du contour. Toutefois, les considérations faites ici
ne garantissent pas que les intégrations ultérieures sur les variables spatiales
du diagramme vont donner un résultat convergent pour tout choix du contour.
En effet, outre les propriétés de l'intégration sur €, le choix de € détermine les
valeurs admissibles pour les temps externes z¢, qui doivent se trouver sur %. Or,
on peut vérifier que I'intégration sur la tri-impulsion diverge exponentiellement
si on peut trouver deux temps externes x§ et x§ tels que 6.(z§ — x9) = 1 et
Im (2§ — x9) > 0. En effet, le facteur 6.(x§ — %) est toujours accompagné
de exp(—iwg(z$ — x9)) dans le propagateur libre. Par conséquent, si 'on veut
éviter cette divergence exponentielle, il faut faire en sorte que Im (2§ — z9) <0
si 0.(x§ —x9) = 1, ce qui impose au contour ¥ d’avoir une partie imaginaire qui
est une fonction décroissante (ou & la limite, constante) de abcisse curvilignefy.

Pour finir, mentionnons également qu’on peut donner une interprétation
physique assez simple de l'invariance vis a vis du temps ¢, des fonctions de
GREEN calculées perturbativement. En effet, on peut voir ce temps comme
Iinstant initial auquel le systéeme est placé dans un état d’équilibre statistique.
A partir de la, il va bien str rester dans cet état d’équilibre. Or, pour un systeme
physique a I’équilibre thermodynamique, il n’y a aucun moyen de déterminer la
date a laquelle il a été placé dans cet état, par définition méme de I’équilibre.
Par conséquent, des fonctions de GREEN qui dépendraient de ¢, contrediraient
cette observation simple.

1.6 Formalisme a temps imaginaire

Le formalisme & temps imaginaire [5] est en fait la désignation moderne du
formalisme mis sur pied par MATSUBARA[ZE]. La raison pour laquelle il s’appelle
ainsi est liée au fait qu’il a été originellement obtenu en choisissant un contour
qui va en ligne droite de 0 a —:¢(3. Ce qui a été dit dans la section précédente sur

holomorphes dans un ouvert contenant le contour. En effet, on prouve alors

dA . _ .
at. :a+(t1 —iB) —a” (t;) = a(t; —iB) —alt;), (1.85)
I
la derniére égalité découlant des propriétés de la fonction 6c(.).
280n peut aussi se convaincre de cette nécessité en écrivant de facon formelle la trace du
produit de deux champs comme une somme sur les valeurs propres de ’Hamiltonien [B]. Cette
facon de voir le probléeme requiert cependant des hypothéses sur le spectre de I’Hamiltonien.
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I’indépendance du résultat vis a vis d’une classe tres large de contours suggere
cependant que ce formalisme doit pouvoir étre obtenu a partir de n’importe quel
chemin d’intégration.

Jusque 1a, nous avons conservé la variable temporelle dans les propagateurs
en évitant de lui faire subir une transformation de FOURIER, car le fait que le
chemin d’intégration ne soit pas I’axe réel rend les choses quelque peu délicates
a ce niveau. En effet, la raison pour laquelle la transformation de FOURIER
rend les choses tres simples dans le développement perturbatif d’une théorie des
champs réside dans la propriété suivante :

TF(f ) = TF(f)TF(g) . (1.86)

En d’autres termes, la transformée de FOURIER du produit de convolution de
deux fonctions est égal au produit ordinaire de leurs transformées de Fou-
RIER. Les produits de convolution sont les opérations que ’on rencontre dans
le développement perturbatif tant que 'on garde les coordonnées temporelles
comme variables. Cependant, le produit de convolution auquel on est confronté
en théorie des champs a température finie est d’'un genre un peu particulier.
Par exemple, si l'on joint bout & bout deux fonctions & deux points F(z¢, z$)
et G(z$,x9), on va obtenir une autre fonction a deux points H(x¢,z3) qui est
donnée par I'intégrale suivante :

H(x9, 23) = / Ay P22,y Gy, 23) - (1.87)
€

On voit donc que ceci ressemble & un produit de convolutionf ordinaire, mis
a part le fait que le domaine d’intégration est différent de la droite réelle. Le
probléme est qu’a priori, la formule ([:8G) n’est valable que lorsqu’on utilise la
définition usuelle du produit de convolution.

Supposons afin de simplifier les notations que nous ayons déja effectué une
transformation de FOURIER sur les variables spatiales que nous n’écrirons plus
explicitement dans la suite de cette section. En remarquant que les relations
KMS impliquent d’une certaine fagon des propriétés de —ig-périodicité (ou anti-
périodicité pour les fermions) des fonctions de GREEN thermiques, il semble
assez naturel de s’orienter vers une représentation sous la forme d’une série de
FOURIER plutét que d’une intégrale de FOURIER. Cela conduit & considérer les
fonctions suivantes [P6], qui ne sont rien d’autre que les coefficients de la série
de FOURIER :

g(Qh Y Qn) = / [H G_ingd{l?,(i)
i=1

€

G(z9,--,x2) . (1.88)

n

Nous n’avons pas mis de facteur ¢ dans les exponentielles afin d’avoir des €;
réels malgré une période imaginaire. A ce stade, apres la discussion de la sec-
tion précédente, il est 1égitime de se demander si une telle définition ne va pas

29Cette opération sera étudiée en détail dans la section @
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conduire a des coefficients de FOURIER qui dépendent du contour choisi. Si on
exige que ces coeflicients soient indépendants du contour % qui intervient dans
la définition ([:8§), il faut que la fonction

F(a2,---,22) = [He—mz;’} G(xS,---,2°) (1.89)
i=1

prenne les mémes valeurs aux deux extrémités du contour. Compte tenu des
relations KMS vérifiées par la fonction G, cela contraint les valeurs admissibles
des fréquences Q; de la facon suivante [[8] :

2 .
Q, = i pour un champ scalaire réel,
B
27n;
Q; = 3 L g, pour un champ scalaire complexe,
2n; +1
Q, = % — tuq; pour un champ fermionique,

avec n; € Z. On constate que cette condition conduit aux modes de FOURIER

que on aurait obtenus compte tenu des propriétés de périodicité satisfaites
par les fonctions de Green thermiques. Dans ce contexte, ils sont connus sous le
nom de modes de MATSUBARA. La transformation précédente s’inverse aisément
pour redonner la fonction initiale :

G(xS,---,x°) = (%)n( Z lﬁeﬂixg

ni,,np ) EL™ Li=1

G-, Q). (1.91)

FiG. 1.5 — Regles de K} ( ? i
Feynman dans le forma- KZ\

lisme & temps imaginaire.

Ki désigne Qi, k:z'.

Du fait de 'invariance par translation temporelle, les fonctions de Green sont
en réalité fonction des seules différences 7 —z7. Il en résulte que les coefficients
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de FOURIER ¥4(Qy,---,Qy,) ne different de zéro que lorsque Q; +--- 4+ Q,, = 0.
Plus précisément, la fonction ¢ est proportionnelle &

%&m , (1.93)

ol (;Ziﬂ'i désigne un symbole de KRONECKER qui vaut un si la somme des
fréquences est nulle et zéro sinon. Cette propriété permet ainsi de ne conserver
qu’une seule des deux variables 21, )5 dans les fonctions a deux points.

Si I'on fait subir cette transformation aux propagateurs libres obtenus dans
la section ou ont été exposées les regles de  FEYNMAN, on obtient dans tous les
cas : .

i
(i)? —wi
En d’autres termes, les différences entre les divers types de champs sont codées
dans les valeurs admissibles pour les fréquences de MATSUBARA.

Une telle définition de la “transformée de FOURIER” rend la relation ([.80)
compatible avec le produit de convolution propre a la théorie des champs a
température finie, ce qui conduit pour ce formalisme a des régles de FEYNMAN
trés similaires & celles que ’on connait & température nulle (voir la figure [L5). La
différence majeure réside dans le fait que l'intégrale sur ’énergie est remplacée
par une somme discrete sur les fréquences de MATSUBARA.

Go(2 k) = (1.94)
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Chapitre 2

Représentation spectrale
des fonctions de Green

La multiplicité des regles provient souvent de
I'ignorance du maitre, et ce qu’on peut rame-
ner a un seul précepte général est moins clair
quand on le divise en un grand nombre de
préceptes particuliers.

RENE DESCARTES
Régles pour la direction de esprit

pres avoir exposé les principes de base de la théorie des champs a

température finie, je vais présenter dans ce chapitre un des résultats

importants qu’on peut déduire des relations KMS. Il s’agit d’une

représentation intégrale des fonctions de GREEN, connue dans ce con-
texte sous le nom de représentation spectrale, qui facilite I’étude des propriétés
des fonctions de GREEN qui sont indépendantes du développement perturbatif
qu’on peut en faire. Plus précisément, le but des représentations spectrales est
d’écrire de fagon générale les fonctions de GREEN thermiques sous une forme
qui rende manifeste le fait qu’elles possedent la symétrie KMS. Ensuite, toute
propriété des fonctions de GREEN qui est une conséquence des relations KMS
pourra étre prouvée simplement en utilisant ces représentations spectrales. Cette
représentation sera utilisée a plusieurs reprises par la suite pour en déduire des
résultats généraux concernant surtout les fonctions a deux points.

Dans ce chapitre, nous allons donc exposer cet outil (voir par exemple [@, B,
21, P8, 29]). Jen présenterai également deux applications intéressantes & mes
yeux. L’une d’elles consiste a montrer que tous les prolongements analytiques du
formalisme a temps imaginaire sont équivalents dans le cas scalaire si les énergies
externes sont nulles. L’autre application présentée ici est ’étude des propriétés
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de base du produit de convolution qui apparait naturellement en théorie des
champs a température finie, et dont la principale particularité est d’avoir pour
support le contour €.

2.1 Représentations spectrales

2.1.1 Expression en coordonnée z°

Soit G(x9,---,x2) une fonction & n points (ici aussi, puisque les propriétés

qui nous intéressent sont reliées & KMS, il n’y a pas lieu d’écrire explicitement
les variables spatiales). On peut la décomposer en une somme de n! fonctions
correspondant chacune & une maniere distincte d’ordonner les temps :

Gz, - 27) = Z 9c(33§(1) - 952(2)) ’ "9c($3(n71) - CIﬁ(n))
o€Gn XGo(x9, - x0) . (2.1)
Pour cette fonction, la relation KMS (équations ([L77), (L78) et (L.79)) ap-
pliquée a la ligne n°i se traduit par
Z 9c(17§(1) - 933(2)) T oc(l’g(n—z) - xg'(n—l)) Go(rmyal =t,,-+)

O'ESWLIO'(TL):Z'

=0q; Z Oc(25(2) — To3)) =+ 0c(Tono1) — Tomy) Gol-- - 2f=t, —if, ),

€S, |o(1)=1
(2.2)
ol «; dépend de la nature du champ associé au point n°¢ de la fagon suivante :
a; =1 pour un champ scalaire réel,
o = ePra pour un champ scalaire complexe,
a; = —ePHa pour un champ fermionique. (2.3)

Ces coefficients «; sont tout ce qu’on a besoin de savoir sur la nature des
champs externes pour obtenir la représentation spectrale de la fonction G. Si
I’on introduit la permutation circulaire élémentaire suivante

. 1 2 --- n—1 n

la relation précédente devient

Z 9c(f€3(1) - x?(g)) ) "ec(xg'(an) - mg(nfl)) (Ga(' cxg =t,)
c€G,|o(n)=1i )
*OéiGafrfl("'v:C? =1, 71/8;"')) =0. (25)
Comme cette relation doit étre satisfaite pour tous les temps rendant non nul
le produit de fonctions 6., les fonctions G, vérifient

Vi,Vo € G,lo(n) =i, Guo(---,zf=t,,) = a;Gor—1(-+-,x

7

O =t, —if,) .
(2.6)
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Exploitant également le fait que le temps ¢, ne joue aucun role particulier, on
peut remplacer dans la relation précédente ¢, par un temps arbitraire z¢. Si on
considere maintenant la transformée de FOURIER des fonctions G, définie par

GO.(JZ‘({,---?JUO) ) (27)

n

éo(Ela" B / [deo iE;x

— 00

les relations (E.§) deviennent
Vi,Vo € Gplo(n) =i, Go(--,Ei,--) =aie PPGyoa(--, Eiy-2)  (2.8)

qui implique que les G, ne sont pas indépendants si leurs o peuvent étre reliés
en itérant la permutation circulaire 7. Par conséquent, si on revient a la fonction
initiale G' en écrivant chaque G, comme la transformée de FOURIER inverse de
Gy, on peut limiter la somme sur ¢ € G,, a une somme étendue a I’ensemble
quotient &,,/Z%, ol Z est la relation d’équivalence définie par o1 Z 09 < Jqlog =
o179, Finalement, on peut écrire la fonction de GREEN G sous la forme :

+oor n
Glat, ) = [ |T]%52e P | 2oy B
00 =1 =1
n k
X Z go(Er, -, E lH 5Ea<z>]
€S /R k=1 1
XO0c (g k(1) = Torr2)) ** Oc(Torr(no1) = Tori(my) »  (2:9)

ou les fonctions g, sont simplement les fonctions ég desquelles on a factorisé la
distribution de DIRAC qui traduit la conservation de ’énergie, i.e. 'invariance
par translation dans le temps. Par abus de langage, o désigne a la fois une classe
d’équivalence et un représentant de cette classe. On peut toutefois se convaincre
du fait que cette formule ne dépend pas du choix de ce représentant. En effet,
changer de représentant de classe revient a changer la définition des fonctions g,
tout en préservant la structure de cette formule. Cette relation est qualifiée de
représentation spectrale de la fonction de GREEN G. Les fonctions g, sont ap-
pelées fonctions spectralesf]. Pour représenter une fonction de GREEN & n points,
il faut a priori Card (&,,/%Z) = (n — 1)! fonctions spectrales indépendantes. En
particulier, il en faut une seule pour les fonctions a deux points et deux pour
les fonctions a trois points. On peut également noter que chaque terme de la
somme sur o € &,,/Z vérifie les relations KMS indépendamment.

ITelles qu’elles ont été définies ici, il s’agit des fonctions qui sont parfois nommeées fonctions
de WIGHTMAN dans la littérature. Notons aussi qu’elles dépendent des variables spatiales (a;
ou k;) de la fonction de GREEN considérée, qui n’ont pas été écrites ici.
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2.1.2 Fonctions retardées généralisées
Formalisme a temps imaginaire

Comme les calculs pratiques sont généralement effectués dans 1’espace de
FOURIER, on a rarement affaire aux fonctions considérées dans la section précé-
dente, mais plutot a leur transformée de FOURIER. Je vais donc donner mainte-
nant la représentation spectrale des fonctions du formalisme & temps imaginaire,
définies par la transformation ([[.8§). Le plus simple pour cela est de faire subir
la transformation ([.8§) & la représentation spectrale (.9) obtenue plus haut.
Comme la dépendance temporelle de (.9) est contenue uniquement dans les
fonctions 0. et dans des exponentielles, appliquer cette transformation est un
exercice trivial qui donne :

—+oo
G, Q) = / H o 2776(ZEZ») > go(Er,--, En)
oo Li=1 i=1 0€G /%
— Eo'i
k=1 Li=1 ork(1) ok (1)
X oo v

Z.(Qzﬂ"c(l) +-+ QaT’“(n—l)) - (Ea‘rk(l) +-+ Eo’T’“(n—l)) .
(2.10)

Prolongement analytique

A partir de 1a, on peut obtenir par prolongement analytique une nouvelle
famille de fonctions. L’idée de base est de substituer aux variables discretes et
imaginaires i{2; des énergies réelles a valeurs continues. A cet effet, considérons
les substitutions suivantes :

’LQZ — ]{If + Z'El' (211—&)

gagﬁ.“mn 28 (kY + -+ + K2) (2.11-b)

ou les ¢; sont des nombres réels infinitésimaux précisant par quel coté on ap-
proche ’axe réel dans ce prolongement. De méme que les énergies, leur somme
est nullef] €; + - - - + €, = 0. Les fonctions que I’on obtient par ce prolongement
sont dénommeées fonctions retardées généralisées car parmi elles se trouvent les
fonctions de GREEN retardées et avancées usuelles. Leur représentation spectrale
est obtenue de fagon immédiate en insérant (2.11])dans(B-I(). Dans la limite ol

211 faut cependant que toutes les sommes partielles de ces nombres > ier1 €i, ou I est inclus
strictement dans [1,---,n] et non vide, soient non nulles [29]. Le nombre des prolongements
analytiques possibles n’est pas une fonction connue de n.
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les ¢; tendent vers zéro, on a la relation
1 ilP
" —

+ 7T€(€i)5(k? — Ei) s (212)

ou le symbole P désigne la partie principale. Par conséquent, cela donne pour
la représentation spectrale des fonctions retardées généralisées :

n

dE;
H 2w

+o0o n
GV, k) = / 276(3 Er)

o =1 =1
n k
Z 9o(E1,-+, Ey) Z [H ag(i)eﬁEa(i)] 2r6(kS + -+ k2)
€6, k=1 Li=1
n—1
<1 [ b el 0D — L) | (213
j=1 UTk Eo‘r’“

ou 'on a utilisé les abréviations
K(JT.,_J« = Zkf;k(l) ) E(Jﬂ.k, = Z Em-k(l) ) g;Tk = Zea"rk(l) . (2.14)
=1 =1 =1

2.2 Décomposition sur une base de distributions

On peut développer le produit qui apparait sur la derniere ligne de I’équation

(R:13) sous la formef]

H (&K — B )| m(K . — ET L)
j=1 cr'rk - 07"C
= > [Te&) D, ., (2.15)
IC[1,---,n—1] Liel
avec
I n
]DUTI“ = H KJ E] [H 7T6 0'7"c - o"rk) 7T6( O'Tk O'Tk) .
JE[L, - m—1\I ~ "otk otk i€l

(2.16)
Comme on va le voir maintenant, l'usage de la formule (2.13) est rendu un peu
compliqué par le fait que les distributions ]D;Tk qui y apparaissent naturellement
ne sont pas toutes distinctes. Je me propose donc de réécrire cette formule en la
développant sur un ensemble de distributions linéairement indépendantes. Cette

30n associe ce produit & la distribution de DIRAC qui traduit la conservation de I’énergie
totale, car cela rendra les choses plus symétriques par la suite.
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technique a été utilisée pour étudier certaines propriétés des fonctions a quatre
points par TAYLOR dans [30] et rendue plus systématique par EVANS dans [B1].
Plus précisément, il s’agit de trouver tous les couples (k,I) donnant la méme
distribution ]D;Tk, i.e. résoudre 1’équation

I

J
D

orl -

D (2.17)

ork —
Afin d’identifier celles des distributions ID;Tk qui sont égales, il est plus simple de
commencer par déterminer celles qui possedent le méme jeu de distributions de
DiraAc. Il est a priori évident que I'on ne pourra identifier que des distributions
comportant le méme nombre de §, ce qui implique card(l) = card(J) que l'on
va noter r. Le produit des distributions § contenues dans ]D;Tk peut étre réécrit
de la maniere suivante

i

[T okt —EL) = T 0(Deusa) — o)) (218)

ieIu{n} i€eIu{n} a=1

oi1 I'on a utilisé 7% (a) = k+a, en sous-entendant que le résultat est réduit modulo

n afin de rester dans U'intervalle [1,---,n]. A ce stade, on voit que les différentes
k+1+ig k+iq k+i, k+i, K+ipeq
K+iq k+i, k+i, K+ipeq
k+1+ig k+1+i, k+1+i, ... k+1+i,

F1G. 2.1 — Illustration des manipulations effectuées sur les arguments des fonctions §. La
figure du haut représente la structure des arguments des distributions de Dirac avant la mani-
pulation (équation (E:I§)) et la figure du bas montre la structure issue de cette transformation
(équation (B-I9)). Les traits épais représentent les intervalles pris par les indices des arguments.
Chacun de ces traits correspond & une fonction §.

distributions ¢ qui interviennent dans ce produit ont des arguments “emboités”
les uns dans les autres. Par conséquent, si on utilise I'identité §(x)d(z + y) =
0(x)d(y), on pourra facilement le réécrire avec des fonctions § dont les arguments
n’ont plus de partie commune. Pour cela, il est commode de donner un nom aux
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éléments de 'ensemble I : [ = {i1,---,4,} et de poser également 7,11 = n. Le
second membre de ’équation précédente peut ainsi s’écrire

r+1 im
11 5( > Bt — Ea(k+a))) ; (2.19)
m=1 a=iym_1+1

ou les indices des éléments de I U {n} doivent étre réduits modulo r + 1 si
nécessaire, i.e. igy,r+1 = 1. L'opération ainsi effectuée est illustrée graphique-
ment sur la figure P

A ce stade, la condition pour que ]D;Tk et ]D;Tl possedent le méme jeu de
distributions de DIRAC est presque évidente. Pour la visualiser, on pourra se

FIG. 2.2 — Ilustration de la
condition pour que les couples
(k,I) et (I,J) donnent le mé-
me ensemble de distributions 4.
On rappelle que ig = 41 =0
modulo n.

reporter a la figure 2-4 qui représente la méme chose que la deuxieme des figures
£ d’une maniere qui rend explicite le fait qu’on peut opérer une permutation
circulaire des arguments des fonctions ¢ sans changer leur produit. Il devrait
donc maintenant étre évident que les couples (k, I) et (I, J) donnent les mémes
fonctions ¢ si et seulement si ils s’obtiennent I'un a partir de 'autre par une
permutation circulaire des blocs de la figure E-2. De facon plus formelle, cela se
traduit par

e[, r+1], I=k+i, et jo=igra—iq, (2.20)

ott les j, sont les élémentsf] de J U {n}. On va donc maintenant définir des

classes d’équivalence qui contiennent tous les couples (k, I) engendrant le méme

jeu de distributions de DIRAC et chercher quelles sont les autres quantités qui

ne dépendent pas du représentant choisi pour la classe d’équivalence.
Commengons par

l

n
11 [emkz(irEam)} =TI [eﬁ(kﬁu)*Ea(i))}
=1 i=l+1
4Par construction, on a jo = jr+1 = 0[n].
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n

I1 [eﬂwz(i)—Eam)}

i=k+1+iq
n k+ig
= H [eﬁ(kZu)*Eauﬂ} H [e*ﬁ(kﬁurEv(i))} . (2.21)
i=k+1 i=k+1

La disposition des fonctions d implique que le deuxieéme facteur de la derniere
ligne est égal a 1. Par conséquent, la quantité considérée ici est un invariant de
classe.

Considérons ensuite le produit des parties principales qui apparait dans la
définition de la distribution ]D;Tk' Ce produit peut étre simplifié en tenant

compte des distributions de DIRAC qui sont contenues dans ]D;Tk. Cette ma-
nipulation est illustrée graphiquement sur la figure f.3. Cette transformation

F1G. 2.3 — Illustration du fait que le produit des parties principales dans ID;k est un
invariant de classe. Les traits radiaux en gras indiquent la position des indices k+i,. Les autres
rayons indiquent la position des indices k + pq, ol les pq sont les éléments de [1,---,n—1]\ I.
Les arcs en gras indiquent les indices portés par les arguments des fonctions §. Les arcs fins
indiquent les indices portés par les dénominateurs des parties principales. L’égalité entre les
deux expressions est obtenue en utilisant les fonctions §. L’expression représentée par la figure
de droite est manifestement invariante sous une permutation circulaire de blocs.

effectuée, il est évident que ce produit de parties principales reste inchangé si
I’on opeére une permutation circulaire sur les blocs de la figure B3, ce qui est
précisément ce qui se passe lorsqu’on parcourt la classe d’équivalence de (k, I).
Avec les résultats épars précédents, on montre que 1’objet

k
@;( = D;Tk H eﬁ(k:;(i)_Eﬂ'(i)) (222)
i=1
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est un invariant propre a cette classe d’équivalence, ce qui justifie qu’on le note
d’une fagon qui ne fasse apparaitre que la classe d’équivalence x a laquelle il
correspond.

Compte tenu de ce qui précede, on peut réécrire la représentation spectrale
des fonctions retardées généralisées sous la forme

toor n
glel( 1)7...7]@31):2/ Hdgﬁl 27r6(ZEi) Z 9o (Er,- -+, En)
L=t =1 €6, /%
k
D2 [Haa(i)e‘ﬂ"&“] [Teé0 (2:23)
X (k,I)ex Li=1 iel

Dans cette expression, chaque terme de la somme sur o vérifie KMS individuel-
lement, et a été projeté sur un jeu de distributions linéairement indépendantes.

2.3 Egalité des fonctions retardées scalaires a é-
nergie nulle

A titre d’exemple d’application, je vais maintenant présenter un résultat du
4 EVANS [BT] qui consiste & utiliser la représentation précédente pour étudier les
fonctions retardées généralisées lorsque les énergies externes kY sont nulles. Je
commencerai par la situation la plus simple ou tous les champs sont des champs
scalaires réels, pour laquelle une propriété remarquable peut étre prouvée : tou-
tes les fonctions retardées généralisées sont égales si les énergies externes sont
nulles. Cela revient & prouver que la sommef]

> |TTee

(k,Iex Liel

(2.24)

est indépendante du jeu des ¢; que 'on considere. Compte tenu de ’équation
(B20) qui détaille la structure d’une classe d’équivalence & partir de la connais-
sance de l'un de ses représentants (k, ), on peut écrire ici

> e =Z[H G(Equﬂ)} , (2.25)

(k,I)ex Liel q=0 La=1
- dqta — oiara—iq _ x~ktiga ‘ PR y
ol je note [EZ =6 Nl = Zj:kJrlJriq €4(j)- Cette quantité vérifie I'identité

E%Y + E = EL° (2.26)

50n voit ici I’intérét que présente la transformation effectuée dans la section précédente.
En effet, I'indépendance linéaire des distributions 2% permet de se restreindre d’emblée &
I’étude de leur coefficient puisqu’aucune compensation ne peut étre attendue de la somme sur
les classes x.
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Notons maintenant n.(q) le nombre de signesf] + (resp. —) dans le produit
indexé par a. Supposons pour fixer les idées que g # ¢’ et que IE2? soit positif.
Alors, on déduit de 'identité précédente les implications suivantes

Va#q,q, BEL">0=EL >0 (2.27-a)
Va#q,q, EL*<0=EI*<0. (2.27-b)

Comme en outre Eg’q' > 0 par hypothese, on en déduit n_(q) < n_(¢).
Des résultats de méme nature auraient été obtenus en partant de ’hypothese
opposée. Dans tous les cas, on a ¢ # ¢’ = n_(q) # n_(¢’). Par conséquent, la
fonction n_(g), qui applique 'intervalle [0, - - -, 7] dans lui méme, est injective et
donc bijective. On en déduit immédiatement que la somme de I’équation (2:25)
peut s’écrire comme

> lHe(EgHM)} =) ()" = %(1 +(=1)"). (2.28)

q=0 La=1 n_=0

On constate donc que cette quantité dépend de r qui est le nombre de distri-
butions § dans le terme considéré, mais pas du choix des parametres €; qui ont
servi & définir le prolongement analytique. Cela prouve donc le résultat annoncé.

On peut maintenant se demander si ce résultat est généralisable a d’autres
types de champs. L’examen de la formule (B:23) indique que dans le cas des
champs scalaires complexes, on peut se ramener au cas précédent en se plagant
non pas au point d’énergie nulle, mais en kY = pg; pour chacun des points de
la fonction qui correspond a un tel champ.

Par contre, si des fermions sont présents dans cette fonction de Green, la
présence de signes — dans les «; correspondants implique qu’il faudrait se placer
en un point d’énergie complexe pour se ramener au cas des champs scalaires
réels, ce qui semble en limiter I'intérét. Par ailleurs, la présence des mémes signes
— semble empécher une généralisation directe des manipulations de 1’équation

(2.29).

2.4 Cas particulier des fonctions a deux points

Dans cette section, je vais donner dans le cas des fonctions & deux points une
forme alternative a (B29) qui présente l'avantage d’étre plus simple & utiliser, et
plus intuitive. Commencons donc par réécrire (£.9) pour une fonction & deux
points, ce qui donne

G(J}o,yo) _ / ﬁeiE(yo_IO)g(E) {ae—ﬁEac(yo _ xo) + 90(1‘0 _ yo)} ’ (2.29)

— 00

6Comme il y a r facteurs dans ce produit, ces deux fonctions sont bien évidemment reliées
par n—(q) =r —n(q).
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ou « est le facteur «; qui est associé au premier point. Si on sépare les contri-
butions de E > 0 et de E < 0, on obtient la forme plus parlante :

+oo
E
G y°) = /dE 9°(E)G, (2°,9°) (2.30)
e=+
ou je note
¢ (E) = 2ig(_eE)(aefﬁE ~1) (2.31-a)
s
GE (2°,4°) = e BW ) 0, (e(y° — 2%)) + — | .(2:31)
0,eX T - ¢ aceBE — 1|

On peut aisément vérifier en regardant les formules ([.57),(L:69) et (L.70) que les

objets Gf,e(mo, y°) contiennent toute la dépendance temporelle des propagateurs
libres qui peuvent étre écrits sous la forme

1
Go(z°,y% k) = o Gok(z%,y%) avec a=1, (2.32-a)
“k e=+
1
D,(z°,y% k) = — G<x(2°,9°) avec a =P (2.32-b)
2qu e=+ 7
1
So(2%,y% k) = 5— ) [—ewry” — k- +m|GJ (2%, y°)
2wi = ’

avec o= —ePM. (2.32-c)

2.5 Propriétés de la convolution

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que le produit de convolution or-
dinaire est remplacé dans le développement perturbatif de la théorie des champs
a température finie par un produit de convolution qui en differe essentiellement
par son support qui est maintenant le contour %. Pour les distinguer, ce der-
nier sera qualifié de %-convolution. Rappelons que la %-convolution de deux
fonctions a deux points F(z9,x9) et G(x$,x9) est donnée par

(F+Q)(xf,29) = /dxo F(x9,2°)G(x°, z3) . (2.33)
<

Il convient de noter tout d’abord que cette convolution ne possede une signifi-
cation intrinseque que lorsque F et G vérifient toutes deux la relation KMS[].

1l faut en outre qu’elles soient de méme nature, i.e. qu’elles correspondent & des champs
de méme spin et transportent la méme charge. En pratique, s’écarter de ces contraintes n’a
aucun sens, car une particule ne peut pas se transformer spontanément en quelque chose qui
aurait des nombres quantiques différents.
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En effet, d’aprés ce qui a été dit dans la section [, telle est la condition pour
que le résultat de I’équation (E.33) soit largement indépendant du contour %,
et en particulier du temps ¢,. Comme les objets qui apparaissent en théorie des
champs & température finie sont construits a partir des propagateurs libres qui
possedent cette symétrie, on aura toujours affaire par la suite a des fonctions F'
et G possédant cette propriété.

Comme on I’a vu dans ce chapitre, de telles fonctions F' et G admettent une
représentation spectrale qui permet de les écrire comme combinaison linéaire
de propagateurs libres. On va mettre a profit cette particularité pour ramener
I’étude des propriétés de la €-convolution définie plus haut au cas particulier
d’objets tres simples. En effet, pour une telle fonction F, on peut écrire :

+oo

Faa) =Y / JA JU(AGL (22,25) | (2.34)

e=+ 0

ot f€(E) est la fonction spectrale correspondantef]. Les objets élémentaires
Gf,e sont les objets les plus simples qui vérifient encore la symétrie KMS. Par
conséquent, puisque la plupart des propriétés de la ¢-convolution ne s’appuient
que sur KMS; il suffira de les vérifier pour ces objets élémentaires.
Un intégration élémentaire donne immédiatement :

A B 1

G, *xG

B A
0,€ om = m [eGo,n - nGo,e} . (235)

Pour effectuer rapidement ce calcul, on peut utiliser la formule suivante

o, —iXx® o\ __ i / o, _—iXz® 8f($0)
/daz e fx®) = 5> dz’e ol (2.36)
€

€

Cette formule est valable si la fonction e ~*>*" f(z°) prend les mémes valeurs aux
deux extrémités du contour €. En effet, elle est obtenue par une intégration par
parties, et cette condition assure de la disparition des termes de bord. On se
trouve bien dans cette situation ici puisque les deux objets que 'on convolue
vérifient KMS.

On constate que le résultat est indépendant du temps ¢,, vérifie encore KMS,
est continu lorsque €A — nB tend vers zérof], et est inchangé si ’'on permute les
deux objets que 'on €-convolue. Cette derniere propriété s’étend sans peine a
des fonctions F' et G plus générales (mais vérifiant cependant KMS) :

(FxG)(xf,29) = (G x F)(x9,29) . (2.37)

La €-convolution est donc commutative.

8En pratique, la fonction & deux points F dépend également d’une tri-impulsion k,
dépendance qui se retrouve dans la fonction spectrale f€. Toutefois, puisque cette dépendance
n’est pas pertinente dans le probléme qui nous intéresse, on l'omettra partout dans la suite
dans le but d’alléger les notations.

9Pour vérifier cette propriété, on pourra avoir besoin de G,_.=-G,..
) )
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Un produit dérivé de la formule (B-37) est expression de la fonction spectrale
du produit de convolution de deux fonctions. En effet, si on note P = F x G, et
si on identifie

+oo
P9 = Y / dC p(C)G (25, 23) (2.38)
p=x=£ 0
avec
g fAg(B)
o .0\ __ g B 0 .0\ __ A o ,.0
(FeO)etap) = 3 [ daan LI [ . 03) — G (ahag) ]
GN==* ¢
(2.39)
on obtient alors
+o0 P
€
P(C) = /dA_—fng”C+f“Cg€A . 2.40
0%, [ U WO+ o). o
En itérant la formule (2:39), on obtient sans peine :
A B C _ ’r] ILL A
(GO’E ¥ GO’”) *Go ~i(eA—nB)i(eA — uC) Go
€ 12 B
T i0B — eA) (B — u0) o
4—° gt (241

i(uC — eA) i(pC —nB) "

La propriété remarquable de cette formule est d’étre symétrique sous toute
permutation des trois fonctions que ’on convolue. Par conséquent, on prouve
ensuite pour trois fonctions plus générales :

(F*xG)« H)(xy,29) = (F* (G« H))(x},29) = (F«Gx H)(z,23) . (2.42)

En d’autres termes, la %-convolution est associative. La % -convolution possede
donc, tant qu’on se limite a des fonctions satisfaisant la symétrie KMS, les
mémes propriétés de base que la convolution ordinaire (i.e. avec 'axe réel pour
chemin d’intégration).

Citons enfin une formule généralisant les formules (E:39) et (E:41)), que l'on
peut obtenir en itérant plusieurs fois la relation de base (E:3H) :

By

n
En E; €,
G kG = G - 2.43
T S | e (243
=1 Ve

On peut également donner des formules tres utiles pour le cas singulier ou
les énergies de tous les propagateurs que ’on convolue sont égales. A partir de

(B-39), on obtient

A . 0G,
— j0€ 44-
Go,e * Go,e ¢ 614 ’ (2 4 a)
A A 1 A A
Gt Gy o= 5 (G + GO’%) . (2.44-b)



Ceci n’est réellement utile que pour la convolution de plusieurs propagateurs
libres, lors d’'une sommation de DYSON par exemple. Par contre, pour convoluer
deux fonctions arbitraires, il faut encore effectuer I'intégration sur les variables
A et B qui interviennent dans les représentations spectrales des deux fonctions.
Par conséquent, ce “point” singulier est une sous variété de mesure nulle dans
cette intégration, et il ne nécessite donc pas un traitement particulier. En uti-
lisant les relations élémentaires (E.44), on peut prouver pour les propagateurs
correspondant aux divers types de champs introduits plus haut

Go * Go = Z(;SL; 5 (245—&)
Do * Do = ZZTDRZ 5 (245—b)
So %S, = zg‘i; . (2.45-c)

Ces formules sont connues sous le nom de “formules de dérivation par rapport
& la masse” [32]. Elles peuvent naturellement étre itérées pour donner le produit
de convolution de n + 1 facteurs :

1o 1"

Gy %Gy = s {ZW} G, , (2.46-a)
1o 1"

Dyiceox Dy = — [z—amQ] D, , (2.46-)
1[0 1"

Sy k%S, = — [Zam} S, . (2.46-c)

Comme la dérivation est linéaire, ces relations sont préservées par toute trans-
formation linéaire des propagateurs qui ne fait pas intervenir la masse. C’est le
cas en particulier de la transformation de FOURIER.
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Chapitre 3

Formalismes a temps réel

—/[---] i Te basta con todo eso?
—No -respondié—. Esas pruebas no prueban
nada.

JORGE LuUIs BORGES
El libro de arena

es deux premiers chapitres étaient destinés d’une part & présenter

les fondements de la théorie des champs & température finie et du

développement perturbatif correspondant, et d’autre part a présenter

quelques outils généraux permettant de déduire certaines propriétés
importantes des fonctions de GREEN thermiques.

On a vu dans le premier chapitre que la forme du contour € qui définit le pro-
duit de convolution était un obstacle pour arriver a une formulation des regles
de FEYNMAN dans ’espace de FOURIER. Une premiere solution a ce probleme
est fournie par le formalisme dit & temps imaginaire. Toutefois, malgré des si-
militudes de structure avec les regles de FEYNMAN de la théorie des champs
a température nulle, sa mise en oeuvre pratique est en fait tres différente car
la variable qui joue le réle de ’énergie ne prend que des valeurs discretes. Par
ailleurs, le formalisme a temps imaginaire est un formalisme Euclidien, car ces
énergies sont imaginaires. Par conséquent, des problemes tels que celui des di-
vergences colinéaires ne vont surgir qu’au moment du prolongement analytique
qui permet de revenir a des énergies réelles. Pour cette raison, et aussi dans
le but d’avoir un formalisme qui soit techniquement plus proche de la théorie
des champs a température nulle, a été développé le formalisme dit a temps réel.
Il s’agit d’un formalisme Minkowskien utilisant d’emblée une variable énergie
réelle et continue.

Ce formalisme a été mis sur pied par SCHWINGER [33], BAKSHI, MAHAN-
THAPPA [B4] et KELDYSH [B4], et peaufiné dans les années quatre-vingt dans le
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contexte de la théorie des champs & température finie [36, B4, BR, G]. Le but de
ce chapitre est donc d’exposer ce formalisme, ainsi que quelques formulations
alternatives qui en ont été données plus récemment. Une partie importante de
ce chapitre sera dédiée a la discussion des fondements de ce formalisme. En
particulier, un travail effectué au début de cette these [IR] a consisté & discu-
ter en détail les arguments qui sont usuellement donnés pour le justifier. Il est
apparu que certains de ces arguments sont en contradiction avec les propriétés
générales satisfaites par toutes les fonctions de GREEN thermiques. J’essaierai
donc de proposer une autre justification qui ne soit pas en contradiction avec
les principes de base de la théorie des champs a température finie. Je terminerai
ce chapitre par quelques commentaires assez généraux sur les extensions de ce
formalisme hors de I’équilibre thermodynamique.

3.1 Préliminaires

Le formalisme a temps réel est basé sur la remarque suivante : le contour ¢
représenté sur la figure [L2 est constitué de deux branches %, et %5 paralleles
a l'axe réel, et d’une section %, parallele a ’axe imaginaire. On a vu dans la
section [[LJ qu’on pouvait légitimement changer les parametres ¢, et ¢, sans
modifier les résultats de 'approche perturbative. On peut donc en profiter pour
choisir ¢, = —o0 et t,, = 400, de telle sorte que les deux portions horizontales
du contour sont confondues avec la droite réelle (6, étant orienté dans le sens
opposé). Pour une fonction de GREEN G(z1,- -, 2,), on peut alors définir les
2" transformées de FOURIER suivantes :

G{ai}(kl,"'akn) = H / d45€i eiki‘mi G(I17"'7xn) , (31)

=leg, xms

ou les parametres a; prennent les valeurs 1 ou 2. Il s’agit maintenant d’obtenir
les régles de FEYNMAN qui permettent d’obtenir directement ces fonctions de
GREEN. En fait, on sait déja que dans le secteur des variables spatiales, tout se
passe comme & température nulle. Nous nous concentrerons donc essentiellement
sur ce que devient dans ce formalisme la convolution sur le contour %’. Supposons
pour commencer que la portion verticale du contour € ne joue aucun role dans
le développement perturbatiff]. De facon évidente, si P(x1,x2) est le résultat

11es discussions chroniques que ’on trouve dans la littérature pour justifier le formalisme
a temps réel consistent presque toutes a affiner la maniére de “prouver” cette hypothese
[39, @0, &1]. D’apres la fagon dont la portion %, du contour a été introduite dans la section
273 (i.e. comme permettant d’extraire la dépendance dans la constante de couplage qui est
contenue dans 'opérateur densité), il est déja a peu pres clair que %, joue un role notoire
et que cette hypothese est fausse. Cela sera justifié par un contre-exemple dans les pages
qui suivent, et on verra également comment on peut s’en passer. Pour l'instant, on peut voir
cette supposition comme une simplification permettant de se faire une idée superficielle de ce
formalisme.
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d’une convolution effectuée sur le contour 1 U %2

P(xy,x2) = / d*z F(x1,2)G(x,22) , (3.2)

(cgl U%z) xR3
alors, on a la relation suivante entre les transformées de FOURIERA
Pi(k) = F"(k)GY (k) — F™(k)G* (k) . (3.3)

Dans cette relation, le signe — vient du sens de parcours de %, qui est orienté
dans le sens des temps décroissants, et chaque terme peut étre identifié avec la
contribution de I'une des sections de %} U%>. On peut voir cette formule comme
une extension de la relation entre produit de convolution et transformation de
FOURIER qui existe habituellement.

Avec la définition (B.I]) de la transformation de FOURIER, on peut calculer
les composantes de FOURIER des propagateurs libres. Si on utilise les relations
(B32), il suffit d’effectuer ce calcul pour les objets élémentaires G* (z°,y°).
Si 'on n’écrit pas la distribution § qui apparait du fait de la conservation de
I’énergie totale, et qu’on peut mettre en facteur, on obtient alors les quatre
composantes

G})}e(k‘", k) =0(—€)AL (k° + ewr) + 0(e) AT (k° + ewr,)

e o 127r§(k + ewg) (3.4-a)

Gii(k", k) =0(e)A,(k° + ewg) + 0(—€) AT (k° + ewr)

1 276 (k° + ewg) (3.4-b)

O[E 6ﬁwk —

G2 (K k) = [Q(ko) + } 218 (k° + ewg) (3.4-c)

acePwr — 1

21 (1.0 _ __ Lo
Go,e<k ’k) - |:9( k >+ afePwr — 1

] 26 (k° + ewg) ,  (3.4-d)

ot je note A, (z) = iP(1/x) + md(x).[] Ces expressions permettent ensuite
de construire tres facilement les propagateurs correspondant a tous les types
de champs considérés jusqu’ici. A titre d’illustration, et dans le but de discu-
ter les différents termes qui apparaissent dans ces propagateurs, écrivons ceux
qui correspondent & un champ scalaire réel (voir [87] pour les autres types de
champs)

G (k% k) = AL (K* —m?) + 2mn, (we)d(k* —m?) | (3.5-a)

2Si on considere des fonctions F et G invariantes par translation temporelle, la transformée
de FOURIER sera proportionnelle & 27d(k1 + k2). Cette identité n’est valable qu’apres avoir
extrait ce facteur. Dans les facteurs restants, on peut ne garder qu’une seule impulsion qu’on
appelle k£ pour simplifier.

3L’indice F est pour FEYNMAN. A, est en effet le propagateur de FEYNMAN habituel en
théorie des champs & température nulle.
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G2 (k°, k) = A% (K> — m®) + 2mn, (wi )8 (K> — m?) | (3.5-b)
GE2(k° k) = 210(0(—k°) 4+ n, (wi))d(k* —m?) , (3.5-¢)
G (k°, k) = 21 (0(k°) + ny (we))d(k* —m?) . (3.5-d)

De par sa définition, le propagateur G1! est une généralisation directe du pro-
pagateur que 'on définit & température nulle dans l’espace de FOURIER. On
constate que la version thermique de ce propagateur contient la contribution
usuelle & température nulle, a laquelle on doit ajouter un terme proportionnel
au poids statistique de BOSE-EINSTEIN.f] On peut noter que toutes les contribu-
tions thermiques présentes dans ces propagateurs tendent vers zéro si I’on annule
la températurefl. Un des aspects agréables de ce formalisme est qu’il sépare dis-
tinctement les corrections thermiques des contributions de température nulle.

Une fois que 'on a obtenu ces propagateurs, il est assez facile de donner les
regles de FEYNMAN permettant de calculer perturbativement les fonctions G1e}

(en ayant toutefois & 1’esprit que nous n’avons pas tenu compte pour 'instant
de la partie verticale du contour). Ces regles de FEYNMAN sont résumées

Fia. 3.1 — Regles de
Feynman dans le formalis-
me & temps réel.

sur la figure B-Jl. On voit donc que la nouveauté essentielle par rapport a celles
que 'on connait a température nulle vient du doublement du nombre de degrés
de liberté : tous les propagateurs sont remplacés par des matrices 2 x 2, et on

411 est facile de comprendre physiquement pourquoi ces termes doivent étre non nuls uni-
quement sur la couche de masse. En effet, les corrections thermiques & une amplitude viennent
de la présence de particules réelles dans le bain thermique, avec une distribution donnée par
le poids statistique correspondant. Ainsi, lorsqu’on calcule une boucle avec ces propagateurs
thermiques, on a une contribution virtuelle (que I'on avait déja & T' = 0) qui correspond aux
fluctuations du vide, et une contribution des particules réelles présentes dans le plasma.

5Dans une section ultérieure, nous justifierons le fait que les indices 2 se découplent des
indices 1 lorsque 7' — 0, ce qui permet de retrouver dans cette limite les régles de FEYNMAN
propres a la théorie des champs a température nulle.
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somme sur toutes les fagons d’attribuer un indice 1 ou 2 aux vertex internes du
diagramme.

Ce qui précede était essentiellement destiné a donner les grandes lignes du
formalisme a temps réel. Toutefois, comme cela a déja été évoqué plus haut, I’hy-
pothese sur laquelle on a basé cette construction a peu de chances d’étre vérifiée.
La section qui suit est destinée & monter comment la contribution de la portion
%, du contour est prise en compte dans ce formalisme. Indépendamment,f| on
constate également que les contributions thermiques a ces propagateurs sont
proportionnelles & une distribution de DIRAC qui permet d’identifier wg et |k°|.
Il semble donc a priori que ces deux quantités soient interchangeables dans
largument des poids statistiques. Toutefois, une étude plus détaillée montre
qu'il n’en est rien, et que seul le choix qui consiste & écrire n, . (|k°|) conduit
a un développement perturbatif cohérent. Je montrerai plus loin que ceci est
étroitement relié au probléeme de la partie verticale du contour.

Un autre probléeme qui survient avec ce formalisme et qui sera discuté plus
loin dans ce chapitre est la possibilité d’engendrer dans le développement per-
turbatif des termes qui ne sont pas définis, méme en tant que distributions.
Il s’agit de produits de distributions du type de A, (.)A%(.), auxquels on ne
peut donner un sensf] en termes de distributionsf]. Il faudra donc vérifier que
ces termes pathologiques sont précédés d’un coefficient qui est identiquement
nul. Comme nous le verrons, cette propriété est une conséquence de la symétrie
KMS.

3.2 Du réle de la partie verticale

3.2.1 Position du probleme

Dans l'introduction au formalisme a temps réel que j’ai présentée dans la
section précédente, je suis parti de I’hypothese selon laquelle la portion %, du
contour ne contribuait pas au développement perturbatif. C’est également 1’ap-
proche “historique” qui a conduit a ce formalisme. La suite logique de cette his-
toire a été d’essayer de justifier cette hypothese, mais aucun argument solide n’a
été avancé a cet effet, ce qui fait que cette discussion s’est prolongée bien apres
les débuts du formalisme a temps réel (voir [39, 40, &2, &1] pour un panorama
assez vaste des approches de cette question). La plupart de ces tentatives de jus-
tification faisaient jouer un role non trivial aux limites ¢, — —o0,t, — 400 alors
que nous avons vu que les principes fondamentaux de la théorie des champs a
température finie rendent le développement perturbatif totalement indépendant
de ces parameétres. En 1989, NIEGAWA a suggéré dans Particle [22] que la sec-
tion %, du contour pourrait contribuer, sans que cela pose un probléme pour les

SPour I'instant...

"Dans le développement perturbatif & température nulle seule la distribution A, (z) ap-
parait. Comme toutes les puissances de cette distribution sont définies, on n’est jamais
confronté a un tel probleme.

80n pourra trouver plus de détails sur les distributions mises en jeu ici et les relations
qu’elles satisfont dans I'appendice [

65



regles de FEYNMAN proposées plus haut. Il a en effet formulé I'idée selon laquelle
la contribution de la partie verticale était prise en compte si 'on choisissait |k°|
comme argument des poids statistiques. Toutefois, sa justification présente un
point faible notoire, qui est de supposer que les fonctions de GREEN dépendent
de t, et t, et d’utiliser les limites précédentes. Je me propose ici de présenter un
travail au sujet de ce probléme paru dans [I¥], qui va dans le sens de NIEGAWA
puisque je n’ai pas cherché a y montrer que la partie verticale du contour ne
contribue pas, et qui en différe essentiellement par ailleurs car je suis resté stric-
tement conforme aux principes de base qui interdisent de faire jouer un réle non
trivial aux parametres ¢, et ¢,. Ce travail avait commencé par montrer que les
temps ¢, et ¢, ne jouent aucun role (cette justification a été reproduite dans le
chapitre [I), ce qui permettait de savoir ce que 1’on n’a pas le droit de faire sous
peine de contredire quelque identité fondamentale. Ensuite, je montre comment
cette contribution est prise en compte automatiquement dans le développement
perturbatif.

3.2.2 Un exemple simple

Afin d’illustrer sur un exemple trivial les problémes soulevés plus haut et
leurs connexions, je vais considérer ici un exemple tres simple [IR], qui consiste
a traiter perturbativement un terme de masse dans une théorie scalaire. Na-
turellement, on sait inclure un tel terme de masse de fagon non perturbative,
ce qui fait que le résultat est connu a ’avance. Ainsi, on pourra voir sans am-
biguité a quelles conditions le développement perturbatif donne le résultat cor-
rect. Considérons donc la somme des termes représentée sur la figure B-J. Si

- “2
+ ——
Fi1G. 3.2 — Traitement per- . .
turbatif d’un terme de masse. -1 |J.2 -1 |J.2
+ > >

l’on utilise les regles de FEYNMAN établies dans la section précédente sans tenir
compte de la section verticale du contour, le calcul perturbatif de 'effet de la
masse p dans le propagateur se résume a 1’évaluation de la somme suivante

—+o0 n
TR WU S| (512

n=0 {a17..~,an:1,2} =1

Gf)al (kov k) e ngj(koa k) .

(3.7)
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Afin de calculer facilement cette somme, il est utile de regrouper les quatre
composantes du propagateur sous la forme d’une matrice 2 x 2. En outre, on
peut vérifier pour le propagateur libre que cette matrice admet la factorisationf]
suivante [6]

AL (K% —m?) 0

GO(kO,k):U< 0 A* (k2—m2))U’

(3.8)

ou U est une matrice 2 x 2 définie par[Y

0(—k°)+n
Vd+ng) st
me V) (3.9)

U= o
0(k?)+n

\/(1+nBB) \/(1 + nB)

11 est alors trivial de vérifier que 'équation (B.7) peut se réécrire sous la forme

matricielle suivante

+oo
Gk, k) = (—ip®)"UG,(k®, k)U (15U G, (K, k)U)™ | (3.10)

n=0

ou 73 est la matrice de PAULI le long de I'axe z. Si on note ensuite que la matrice
U vérifie la relation UrsU = 73, on obtient sans peine

o A, (K —m? = pi?) 0
G(k,k)—U( 0 A;(kQ_mQ_MQ) U7 (3'11)

ou les matrices U restent inchangées. Comme on sait traiter non perturbative-
ment un tel terme de masse additionnel, on connait par avance le résultat : il
suffit de remplacer toute occurrence de m? par m?+ 2 dans le propagateur libre
de la théorie. On voit dans (B.IT) que c’est bien ce qui est arrivé & la matrice
qui apparait entre les deux facteurs U. Pour que cela soit vrai pour tous les
facteurs, il faut que la masse m n’apparaisse pas dans les matrices U (car celles
ci sont inaffectées par cette sommation). Cela n’est possible que si I'argument
des poids statistiques contenus dans U est |k°|.

La factorisation (B.§) permet de séparer distinctement deux aspects : les ma-
trices U contiennent toute I'information relative a ’état statistique du systeme
de champs considéré. La matrice qui apparait au centre reflete quant a elle la
dynamique de ces champs indépendamment de leur état statistique.

Ce que montre ce petit exemple, c’est que si I'on utilise les poids statistiques
n,(w), la dépendance en pu? (qui joue ici le role de “constante de couplage”)
sera bien prise en compte dans la matrice centrale qui reflete la dynamique
des champs, mais pas dans les matrices U qui refletent leur état statistique.
Ce faisant, nous sommes donc en train de perdre la contribution de la partie

90n peut vérifier que la possibilité d’une telle factorisation est liée & la symétrie KMS. On
doit donc s’attendre & un propagateur exact qui soit également factorisable de la sorte.

10A ce stade, nous ne précisons pas si I'argument du poids statistique ny, est wg ou |k°|.
Nous verrons un peu plus tard que les deux choix ne conduisent pas au méme résultat.
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verticale du contour, qui permet comme on 1’a vu dans le chapitre [l d’extraire
la dépendance en u? qui est contenue dans 'opérateur densité.

Par contre, si 'on utilise les poids statistiques n (|k°|), ils deviendront au-
tomatiquement/T] n, (v/(k? + m? + p2)) car ils sont en facteur de la distribution
§(k? — m? — u?) lorsqu’on développe le produit des trois matrices. Le change-
ment que la masse p entraine sur la dynamique des champs se répercute aussitot
sur leur statistique, ce qui signifie que la contribution de la partie verticale du
contour est prise en compte correctement.

Par conséquent, cet exemple tres simple permet déja de comprendre 'es-
sentiel : la contribution de la partie verticale du contour est prise en compte
par une modification mineure des régles de FEYNMAN établies plus haut en
ne tenant pas compte de cette partie verticale, & savoir il suffit d’utiliser |k°|
dans 'argument des poids statistiques. Ce résultat sera quelque peu généralisé
dans les sections B:2-3 et B-2.4, mais il ne s’agira au fond que de modifications
cosmétiques car les situations les plus générales peuvent se ramener a celle ci.
En revanche, cet exemple n’explique pas pourquoil4 on n’obtient pas le méme
résultat final avec n, (wg) et n, (|k°|) alors que le développement perturbatif est
basé sur des objets élémentaires pour lesquels ce choix est indifférent. Je vais
étudier ce point avec un peu plus de détails dans quelques pages.

3.2.3 Localisation de la contribution de la branche verti-
cale

Pour établir dans quelles conditions on a une contribution de la partie verti-
cale du contour, il suffit de noter que toute intégrale sur une variable temporelle
associée a un vertex interne du diagramme se ramene a la forme suivante

Ix (%) = /dmo e = f(2°,%) (3.12)
€

ou le temps x° n’entre dans la fonction f que via les fonctions 6. contenues dans
les propagateurs libres (voir les équations ([L571), ([.69) et ([270)). Dans cette
définition, l'indice ¥ rappelle que ce résultat est obtenu par intégration sur le
contour % complet. Naturellement, la fonction f est telle que e™*>*" f(x°, %)
prenne des valeurs identiques aux deux extrémités du contour. Dans cette ex-
pression, Y est une combinaison linéaire des wy des divers propagateurs du
diagramme (internes ou externes). Les coeflicients qui apparaissent dans cette
combinaison linéaire peuvent étre 0, 1 ou —1 (i.e. chaque propagateur y apparait
au plus une fois).

11 aspect automatique de cette procédure est encore une fois 1ié & KMS. En effet, cette
symétrie est une conséquence du fait qu’a 1’équilibre thermodynamique, 1’état statistique des
champs est controlé par I’Hamiltonien H qui gouverne aussi leur dynamique. Elle permet ainsi
de retrouver ’argument correct des poids statistiques connaissant seulement la facon dont la
constante de couplage affecte la dynamique des champs.

12Quelques particularités non triviales du produit des distributions sont & l’oeuvre dans
cette sommation de DYSON. De ce point de vue, cet exemple est encore trop compliqué...
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Lorsque ¥ # 0, on peut intégrer par parties, pour obtenir

1 (z°,%)

Is(X) = = / dae =i O e (3.13)

>
€
Le fait que la seule dépendance en z° contenue dans f vienne de fonctions 6,
implique que la dérivée 9 f /0xz° est une combinaison linéaire de termes contenant
chacun une fonction . qui rend l'intégration triviale. En effet, cela nous dit que
le second membre de (B-1J) est de la forme

1 50 1 3,0
I (%) = = /d:z:" e B Zciéc(xo —z) = = Zcie_zzxi , (3.14)
P i i

ol les ¢; sont des coefficients contenant des poids statistiques et les x? sont
d’autres temps du diagramme, internes ou externes. De plus, le résultat ne
dépend pas de la présence de la partie verticale 6,. En effet, lorsqu’on restreint
dans I’équation précédente le contour a €1 U %2, le second membre est remplacé

par
1 —iXxy
I%”lU(gQ(E) =% Z Ci€ X ) (315)

{ilz?€61UG}

ol la somme est maintenant étendue aux seuls temps z{ qui sont encore sur la
restriction 61 U %2 du contour. Or, lorsqu’on ne tient pas compte de la partie
verticale et si tous les temps externes sont réels, tous les autres temps ¢ (aussi
bien externes qu’internes) sont sur %1 U %», de sorte que l'on a

Z cie” ™ = Z cie (3.16)

{i|a:;?e%1u‘€2}

La fonction I4(X) aura donc exactement la méme dépendance dans les autres
temps du diagramme si on supprime %,. Par conséquent, lorsque 3 # 0, il n’y a
pas dans I (X) de contribution qui vienne spécifiquement de la partie verticale,
ce que 'on peut résumer par :

Dans le cas ot1 & = 0, 'intégration par parties donne cette fois[9

o(3) = ?f(tmo) _ /dxo 0f(2°,0) (3.18)

ox°
¢

De la méme fagon que précédemment, on prouve que l'intégrale qui apparait
dans le second membre ne contient pas de contribution spécifique a la portion
verticale du contour. Par contre, le premier terme, proportionnel & —i3, est une
contribution de la partie verticale. En effet, le calcul montre que ce facteur —i(3

130n peut cependant s’assurer de la continuité de I(X) en ¥ = 0.
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vient en fait de la différence (¢, — i) —t, entre les deux extrémités du contour.
Par conséquent, si on supprimait la partie verticale, ce facteur deviendrait ¢, —
t, =0.

Par conséquent, la conclusion de cette discussion est qu’on a une contribution
spécifique a la partie verticale %, chaque fois que ¥ = 0 dans une intégrale du
type de (B-I3). Par ailleurs, la condition 3 = 0 est une contrainte portant sur les
tri-impulsions (internes et externes) du diagramme. Le probléme est maintenant
de savoir si ¢’est une contrainte qui définit une sous-variété de mesure nulle, ou si
elle n’apporte aucune restriction supplémentaire par rapport aux conditions déja
imposées par la conservation de I'impulsion. En effet, lorsque la restriction ¥ = 0
définit une sous-variété de mesure nulle, on n’aura plus aucune contribution de la
partie verticale une fois qu’on aura effectué les intégrations sur les tri-impulsions
en vertu de la continuité des intégrales du type de I4(X) au point ¥ = 0.

Il est ensuite assez facile de voir qu’il n’existe que deux situations pour les-
quelles la contrainte > = 0 n’apporte aucune contrainte supplémentaire sur les
tri-impulsions. La premiere concerne le cas ou on insere une self-énergie entre
deux propagateurs libres] qui portent les tri-impulsions k; et ko respective-
ment. Pour certains termes, la condition ¥ = 0 va devenir ici wg, — wg, = 0.
Comme la conservation de 'impulsion implique ki = ko, cette contrainte est
toujours satisfaite. Dans cette situation, on aura une contribution de la partie
verticale a la fin du calcul.

La deuxieéme situation importante ou l'on rencontre automatiquement la
condition ¥ = 0 indépendamment de la valeur des tri-impulsions concerne le
calcul des diagrammes du vide, i.e. sans lignes externes. En effet, dans ce cas,
I'intégration sur le temps du dernier vertex considéré se fait toujours avec ¥ = 0.
Ces diagrammes un peu particuliers seront étudiés dans une section ultérieure.

3.2.4 Traitement des insertions de self-énergie

Dans ce paragraphe, je vais maintenant étudier 'unique situation ot une
contribution de la partie verticale peut intervenir, et montrer que cette contribu-
tion est prise en compte naturellement par 'usage de n, (|k°|) au lieu de n, (wg).
Cette justification va faire appel & quelques propriétés de la %-convolution
établies dans la section 3. Considérons le diagramme qui correspond a l'in-

Fia. 3.3 — Diagramme 4@—@7----4@—
générique  engendrant  une

contribution de %, .

sertion de n self-énergies entre n+ 1 propagateurs libres, représenté sur la figure

14Et plus généralement lorsqu’on fait une sommation de DYSON de cette self-énergie. Le
propagateur sur lequel on fait cette sommation peut bien str n’étre qu'un élément d’un dia-
gramme plus compliqué.
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B-3. Tant que 'on garde les coordonnées temporelles, ce diagramme s’écrit
G(x9,23) = (Go*x I x Gy x - - x I G,)(xf,29) , (3.19)

avec n facteurs I1. Si on utilise la commutativité de la €-convolution, on peut re-
grouper tous les propagateurs libres. Ensuite, si on utilise la formule de dérivation
par rapport a la masse, on obtient

n
G=Go* *GuxIl*---xIl = l' [(za> GO] «II*---xIT. (3.20)
n! om?
Notons tout d’abord que la convolution des n facteurs II ne génere en général
pas de contribution de la partie verticale.[J En effet, si I'on écrit chaque II au
moyen de sa représentation spectrale, i.e. une intégrale de propagateurs libres
pondérés par une fonction spectrale, la condition de contribution de la partie
verticale sélectionne une sous-variété de mesure nulle dans cette intégrale, car
les variables d’intégration qui interviennent dans la représentation spectrale de
chaque II sont indépendantes les unes des autres[d.
Si 'on veut maintenant calculer la fonction GG dans le formalisme a temps
réel, sa composante ij est donnée par

i 1 a " 1a ala anj
G]:E Z {<Zam2) Gol}*ﬂlz*uwkl_[“. (3.21)

" {a;=1,2}

Compte tenu de ce qui a été dit plus haut, le passage a la transformée de Fou-
RIER ne pose aucun probleme particulier en relation avec la partie verticale pour
le produit des n facteurs II, et peut étre réalisé en itérant la formule (B-3) dont
on a prouvé la validité lorsqu’aucune contribution spécifique ne vient de la partie
verticale. La seule chose a regarder de pres est le produit des n+ 1 propagateurs
libres, réécrit comme la dérivée n®™€ du propagateur libre par rapport au carré
de la masse. C’est en fait un calcul qui a déja été fait implicitement lors de la
sommation de Dyson d’un terme de masse présentée plus haut, mais nous allons
ici 'aborder un peu différemment.
Commengons par le lemme suivant :

O @) )] = f(@) o —a) (3.22)

ox

On peut noter sur cette formule la propriété suivante : bien que f(z)d(z —a) =
f(a)é(x—a), on ne peut plus remplacer f(a) par f(x) dans le membre de droite.
Si I’on applique cette formule au terme n, (v/(m?+k?))d(k2—k?—m?) contenant

15A condition toutefois de supposer que II est irreductible & une particule.

16]ci, je triche un peu. En effet, cet argument n’est valide que si les fonctions spectrales
ne sont pas singulieres sur cette sous-variété. Ce sera le cas si la self-énergie que ’on somme
contient une partie imaginaire. Ainsi, sa fonction spectrale sera une fonction réguliere plutot
qu’'une distribution de DIRAC. Dans le cas contraire, il faut faire subir aux n facteurs II le
méme traitement qu’aux n + 1 facteurs G,. Cela n’affecte pas la conclusion.
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le poids statistique dans le propagateur libre Gi%1, avec x = m? et a = k2 — k2,
on obtient

0] o (Vi I8 = 12— )] =, (VI [ ] 30— 7 — ).
(3.23)

On voit donc que c’est n,(|k°|) qui apparait naturellement & l'issue de cette
opération, et on ne peut plus remplacer n (|k°|) par n,(wg) dans le membre de
droite.

Faisons le point : la situation étudiée ici est la situation la plus générale ou
la contribution de la partie verticale joue un role, si 'on excepte les diagrammes
du vide qui seront considérés plus loin. La formule de dérivation par rapport & la
masse inclut cette contribution par construction, puisqu’elle a été établie dans
le contexte de la ©-convolution. Comme la transformation de FOURIER qui fait
passer au formalisme & temps réel n’implique pas la masse, cette formule reste
vraie dans le formalisme a temps réel. Et 1a, on voit qu’elle entraine naturel-
lement la nécessité d’utiliser |k°| comme argument des poids statistiques. Ceci
acheéve donc de justifier les reégles de FEYNMAN du formalisme & temps réel.

Je vais juste conclure cette section par deux remarques. La justification des
regles de FEYNMAN du formalisme & temps réel que j’avais donnée dans [IR] était
techniquement un peu différente. En gros, j’y prouvais que la contribution de
la partie verticale correspondait précisément a la différence entre les résultats
donnés par les deux choix n,(|k°|) et n,(wk). Cette facon de faire, méme si
elle est strictement équivalente a ce que j’ai présenté ici, nécessitait que 'on
connaisse le résultat & lavance (ceci dit, il I’était), ce qui la rendait assez peu
élégante. Ici, au contraire, le fait que le résultat correct est donné par n,(|k°|)
arrive automatiquement.

L’autre remarque est une mention d’un travail effectué par LE BELLAC et
MABILAT en 1995-1996. Dans les articles [&3, @4], ils ont proposé une nouvelle
méthode pour justifier les regles de FEYNMAN du formalisme & temps réel. Ici
encore, ’accent était mis sur le probleme de la partie verticale. Sommairement,
au lieu de travailler avec des distributions, ils ont préféré travailler avec des
propagateurs libres régularisés. A cet effet, ils ont repris un travail antérieur
d’EVANS et PEARSON [&1] en lui apportant une amélioration essentielle : la
régularisation qu’ils ont choisie pour le propagateur libre ne brise pas la symétrie
KMS, par construction. Ce probléme était jusqu’a présent I’obstruction majeure
a une justification correcte de ces regles de FEYNMAN, qui n’offrait que l'alter-
native suivante : travailler sans régularisation comme je I’ai fait, ou trouver une
régularisation[”] qui préserve les symétries de base de la théorie.

17Comme on le voit dans ’annexe [A], régulariser les distributions ne résout pas les problemes
et ambiguités reliés a leur multiplication. La régularisation sert seulement a “sécuriser” les
calculs intermédiaires dans les situations ou on peut donner un sens a la multiplication.
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3.3 Compensation des pathologies

3.3.1 Identités KMS dans le formalisme a temps réel

Commengons par traduire les relations KMS dans le contexte du formalisme
a temps réel. Partant de la relation (B.9), il est aisé d’obtenir la représentation
spectrale des fonctions de GREEN du formalisme a temps réel :

n
i=1

n

2m6(>  Ey)

i=1

dE;
2

+oo
Gl (kg k) = /

n k
x> go(Br B> lHag(i)e—ﬁEwl rfed | (3.24)

0€G, /R k=1 Li=1
ou on note

0 si 3 < j/ agy =1, agj) =2

{ai} =
I5 =VA, (ZU(T))..AF (Eo(r) + ..+ 20(2))275(20(7") + ..+ Ea(l))

XA, (Eo(r+1))--AF (ZO—(T+1) + ..+ Eo(nfl))zﬂﬁ(zo(r«kl) + ..+ Za(n))

(3.25)

avec X; = kY — E; et r le nombre de a; égaux a 2. Il est ensuite assez facile de
vérifier que ces objets vérifient les identités suivantes

> T vzl =0 (3.26-a)

{ai:1,2} _{i\ai:2}

n k
> | I —eite™ Z[Haa(i)e_ﬂE‘“”] 1'%} = 0(3.26-b)

{ai=1,2} | {ila;=2} k=1 Li=1

De 1a, on déduit trivialement

> I o] Gtk k) =0, (3.27-a)

{a,;:l,Q} _{i\ai:2}

> I —oile ™| Gl (ky, - ky) =0.  (3.27-b)

{a,;:l,Q} _{i\ai:2}

La premiere de ces identités est une relation qui est vérifiée par tous les types
de fonctions de GREEN dans le formalisme & temps réel. Comme elle fait appel
uniquement & lidentité (B:2G-a) qui ne mélange pas les différentes valeurs de
I’indice k, elle n’a en fait aucun rapport avec KMS. C’est donc la seconde de ces
identités qui est la traduction de la symétrie KMS dans le formalisme a temps
réel.
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3.3.2 Compensation des pathologies

Des produits de distributions auxquels il est impossible de donner un sens
peuvent apparaitre lorsqu’on insere une fonction de vertex I' a n points entre n
propagateurs libres. Les conditions d’apparition de ces pathologies sont étudiées
en détail dans 'annexe [A consacrée a quelques éléments de théorie des distribu-
tions. Cette condition est que s’annule une combinaison linéaire des wy, avec des
coefficients tous égaux a +1. Une telle condition réduit d’une unité la dimension
de la variété accessible aux tri impulsions, excepté pour le cas n = 2 puisque
la conservation de I'impulsion implique automatiquement la nullité d’une telle
combinaison linéaire.

L’objet auquel on s’intéresse est

>

{{17;:1,2}

HGf;‘“i(ki)] D0 (hy, e k) (3.28)

qui apparait si une fonction de vertex I' est insérée entre n propagateurs libres. Si
lon se rappelle les relations (B-37),(B-4), il est évident que tous les propagateurs
libres peuvent se mettre sous la forme générique

GI(k)= > CIA (kK + pwr)) , (3.29)
n,u==%

ot les coefficients C}, dépendent du type de champ considéré. Tl est trivial de les
extraire de (B-39). La discussion de 'appendice [A] indique que les termes patho-
logiques sont obtenus lorsque tous les 7; sont de méme signe. La compensation
totale des pathologies se résume donc donc aux deux conditions suivantes

Z Hciif I"‘{lli}(k17 o ky) =0, (3.30-a)
{a;=1,2} Li=1
n

S| Tt Ry, k) = 0. (3.30-b)
{a;=1,2} Li=1

Il est ensuite fastidieux, mais sans difficulté, de vérifier pour chaque type de
champ que ces deux conditions sont des conséquences des identités[y (B.27).

3.3.3 Origine de la différence entre les deux choix

Les considérations précédentes ont montré une différence entre 1'usage de
n,(wk) et de ny(]k°]). Toutefois, cette lecture laisse la désagréable impression
d’étre victime d’une escroquerie. Ce paragraphe a pour but de la dissiper en

18Dans cette vérification, il faut avoir & Pesprit que la définition de la fonction de vertex
I telle qu’elle apparait dans (B:2§) inclut un signe — pour chaque point de type 2. Par
conséquent, les r{ai} satisfont des identités qui différent par ces mémes signes des identités
() satisfaites par les fonctions de GREEN compléetes Gi@i}.
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considérant un exemple encore plus simple dans lequel on peut suivre pas a pas
ce qui se passe. Au lieu d’effectuer la sommation d’une série de DYSON comme
dans I’exemple utilisé plus haut, considérons juste la convolution de deux propa-
gateurs libres. La composante 11 de cet objet est GLH (k)G (k) — GL2(k)G2 (k).
En utilisant 'expression des propagateurs libres, on voit aisément que les termes
en A, A%, qui ne sont pas définis (voir I'appendice [A]), se compensent. II reste
seulement :

Gyl (k)G (k) — G2 (R)GE (k) = (1 +n,)[Ap (K = m*))? —ny[AL (K2 —m?)] .
(3.31)
On voit alors que le poids statistique n, est en facteur de la distribution

(A2 = [A%]? = dind(k* — m*)P/(k* — m?) = —2ind’ (k> —m?) . (3.32)

Si I'on regarde Paction de la distribution f(x)d’(x) sur la fonction test ¢(x), on
obtient
<[ ¢ >=< 8, fop>=—<5,(f¢) >, (3.33)

et on voit que 'on a I'égalité f§’ = f(0)d’— f/(0)d. Dans le cas qui nous intéresse,
c’est le poids statistique qui joue le role de f et k2 est la variable par rapport
a laquelle on dérive. Par conséquent, suivant que l'on a n,(wg) ou n,(|k°]), le
terme en f’(0) est nul ou pas. On voit donc explicitement que la différence entre
les deux choix vient du fait que le poids statistique n’est plus accompagné par
une distribution ¢ & la fin du calcul, ou plus exactement apres que ’on a mis en
oeuvre la compensation des pathologies.

Il semble donc que la différence qui existe dans le résultat final entre les
deux choix possibles pour 'argument des poids statistiques soit tres étroitement
liée au mécanisme de compensation des pathologies. En effet, lorsqu’on isole les
termes pathologiques dans le calcul d’un diagramme, on est amené a démembrer
toutes les distributions 274 en facteur des poids statistiques en A, + A7, et les
deux termes ne restent pas toujours accolés : il arrive parfois que I'un aille dans
la partie pathologique alors que le second reste dans la partie finie. Ensuite,
on ignore simplement la partie pathologique en utilisant les relations KMS.
On voit donc que dans la partie finie restante les poids statistiques ne sont
plus nécessairement accompagnés d’une distribution ¢ qui rend les deux choix
équivalents, mais de A, ou A7 séparément. C’est la raison pour laquelle le choix
de l'argument des poids statistiques a une influence sur la valeur de ces termes
finis.

3.4 Diagrammes du vide

Les diagrammes du vide sont des diagrammes qui n’ont pas de lignes ex-
ternes. La discussion faite plus haut a indiqué que cette classe de diagrammes
recoit aussi une contribution de la partie verticale de contour de maniere sys-
tématique. Il est par ailleurs immédiat de vérifier en utilisant l'identité (B-27-a)
que les regles de FEYNMAN obtenues plus haut donnent un résultat nul si on les
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applique a ce type de topologies. Il est cependant facile de dire comment elles
doivent étre modifiées pour cette situation tres particuliere. A cet effet, isolons
par la pensée un des vertex du diagramme du vide considéré, comme illustré sur
la figure B4. Le diagramme du vide D peut alors étre écrit sous la forme

XO

F1G. 3.4 — Traitement parti-
culier des diagrammes du vide.

D= /dx" G(z°, -+ ,x2°%) . (3.34)
¢

On a donc besoin d’évaluer une fonction de GREEN G lorsque tous ses argu-
ments temporels sont égaux. Or, du fait de l'invariance de cette fonction par

translation temporelle, G(z°, - --,2°) ne peut pas dépendre de x°, de sorte que
D = —ifG(x°, -, x°), avec une valeur arbitraire de z°. On peut ensuite ob-
tenir la quantité G(z°,---,z°) & partir de la fonction G111} calculée dans le

formalisme a temps réel. Plus précisément, on a

+oo
o o s dkzo —ik{x® o o
G(QZ‘ 5" 7$) = / lnge & G{l 1}(k1a"'vkn)
I Li=1
+oor d0
_ dk7 | 11y o . go
/[1_1 Wl eongg k), @)

ot la deuxiéme ligne est obtenue en utilisant le fait que la fonction G*1} est

proportionnelle & §(k§+- - -+ k2). En regroupant tout ce qui précede, on obtient
les regles de FEYNMAN qui permettent de calculer un diagramme du vide dans
le formalisme a temps réel. Il suffit en fait d’ajouter une regle a celles que 'on
connailt déja : pour 'un des vertex du diagramme, on ne doit pas sommer sur
les deux possibilités 1 et 2, mais lui attribuer d’emblée le type 1. En outre,
le résultat final doit étre multiplié par —i3. La proportionalité a —i3 est en
fait une justification a posteriori de la contribution de la partie verticale a ces
diagrammes.

3.5 Limite T = 0 du formalisme a temps réel

Maintenant que les regles de FEYNMAN du formalisme a temps réel ont été
justifiées, je vais montrer que si on les utilise pour calculer une fonction dont
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tous les points externes sont de type 1, et si on prend la limite de température
nulle de cette fonction, on obtient la fonction de GREEN correspondant & ce
diagramme calculée directement avec les régles de FEYNMAN de T' = 0 (i.e.
sans vertex internes de type 2). On a déja vu plus haut que la limite 7' — 0 du
propagateur libre G1! est égale au propagateur de FEYNMAN utilisé & 7' = 0.
Toutefois, comme les autres composantes G12, G2! et G2? du propagateur libre
n’ont pas une limite nulle, il n’est pas évident a priori que les vertex internes de
type 2 se découplent des vertex de type 1 qui sont les seuls a apparaitre dans
les regles de FEYNMAN de T' = 0.

La preuve de ce découplage fait appel a la relation KMS (deuxiéme équation
de (B:27)) satisfaite par les fonctions de GREEN. Commengons par remarquer
que l'on a

0 si S K >0

ila; =2
lim [T | = o=z . (3.36)
7 Ltitai=2) +oo si 3 k<0,
' {ilai=2}
et plus généralement
=B 0 si Y K> S K

{ila;=2} _ {ila;=2} {ilaj=2}
T e | T . 0 0 (3.37)
T—0 IT e +oo i ok < Y K.

{ila;=2} {i|a;=2} {ila;=2}

L’étape suivante consiste a ordonner les ensembles d’indices {a;} en fonction
des valeurs des sommes » (ilai=2} k? des énergies entrant dans la fonction par les
points de type 2, en commencant par celui qui donne la plus petite somme. Si on
suppose que cette plus petite somme est négative, alors le terme H {ilai=2} e~ PkY
tend vers +oo lorsque T' — 0 plus vite que tous les autres termes de la somme qui
apparait dans (B:27-b). Il faut donc que son coefficient soit nul dans cette limite
si on veut que la relation KMS continue d’étre satisfaite : limp_o G1%}(k;) =
0. Ensuite, on considere le jeu d’indices {a}} qui donne la valeur suivante de

la somme qui a servi & les ordonner. Si cette somme (ila}=2} k? est encore
négative, son coefficient Gt} doit aussi avoir une limite nulle lorsque T' tend
vers zéro. En répétant cet argument pour tous les ensembles {a;} qui donnent
une somme ;. oy kY négative, on prouve que la fonction Gleit ({k;}) doit
avoir une limite 7" — 0 nulle si la somme des énergies entrant par les points de
type 2 est négative. En d’autres termes, on a

1 {a:} . o
Jim GU ({ki}) o 0 {A;;Q}kl . (3.38)

Voyons maintenant comment cette propriété implique le découplage des ver-
tex de type 2 dans la limite T — 0. A cet effet, considérons un diagramme dont
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tous les points externes sont de type 1, on peut donc I’écrire sous la forme
FUB (k) = Y Gl ({k:)) HG“’ ; (3.39)
a;=1,2

Si 'on note que dans la limite 7 — 0, le propagateur libre G12(k) devient
270(—k°)§(k? —m?), et ce quel que soit le type de champ considéré, la relation
précédente implique dans la limite de température nulle

Lim FUU (k) = Z lim Gled ({k;))

a;=1,2
I ark) J] 270(=k0)6(k] —m?). (3.40)
{ila;=1} {ila;=2}

On voit donc que la relation (B:38) est incompatible avec la présence des 6(—k?)

associés a chaque point de type 2. Par conséquent, dans le membre de droite
de la relation précédente, tous les termes sont nuls excepté celui ou tous les a;
sont égaux a 1. On prouve ainsi de proche en proche que tous les vertex de type
2 doivent disparaitre sous peine de conduire & un terme nul dans la limite de
température nulle d’un diagramme dont tous les points externes sont de type 1.
Ceci acheve de prouver que la limite T'= 0 de ce formalisme existe et est égale
a ce que 'on aurait obtenu par un calcul direct a T" = 0.

3.6 Divergences ultraviolettes et renormalisation

Tres brievement, je vais dire quelques mots au sujet de la renormalisation des
théories des champs thermiques. C’est en effet ’endroit le plus approprié pour
ce faire car le formalisme a temps réel sépare distinctement les contributions
thermiques de celles qui existaient déja a température nulle.

Adoptons plutét un point de vue physique. Les divergences ultraviolettes
viennent de la région des grandes impulsions dans ’espace de FOURIER, et de la
région des petites séparations spatio-temporelles si I'on travaille dans ’espace
des coordonnées. En d’autres termes, ces divergences sont la parce qu’on sup-
pose que la théorie qu’on a sous la main est capable de décrire ce qui se passe a
des échelles spatiales arbitrairement petites, alors que que tout physicien raison-
nable se devrait d’étre un peu plus modeste. La procédure de renormalisation
consiste a montrer que ces infinis peuvent étre extirpés de la théorie au moyen
d’un redéfinition des parametres tels que masses et couplages entrant dans le
Lagrangien. Le fait de considérer les mémes champs dans une environnement
statistique ne change rien a ces divergences et a la procédure qui permet de s’en
débarrasser. En effet, ’échelle de température donne également une échelle de
distance qui est la distance moyenne entre deux particules dans le plasma, et
cette échelle est fixe. Par conséquent, lorsqu’on sonde des échelles arbitrairement
petites pour étudier les divergences ultraviolettes, tout se passe comme si I'on
se trouvait dans le vide puisque le plus proche voisin est resté a une distance
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finie. Ces considérations permettent de conjecturer le résultat : il est possible de
renormaliser une théorie a température finie avec le méme jeu de contre-termes
(locaux) qu’a température nulle. Ce résultat est prouvé dans [6] d’une maniere
beaucoup plus formelle.

3.7 Formalismes alternatifs

Il est maintenant temps d’expliquer pourquoi le mot formalisme était au
pluriel dans le titre de ce chapitre. Quand on parle de formalisme & temps réel
sans préciser davantage, il s’agit en général du formalisme que je viens d’exposer.
Toutefois, AURENCHE et BECHERRAWY ont proposé en 1993 dans Darticle [d5]
une variante de ce formalisme connue sous le nom de formalisme retardé-avancé.
Quelques temps plus tard, VAN E1JCK, KOBES et VAN WEERT ont montré dans
[28] que cette nouvelle formulation n’était qu’un cas particulier parmi une classe
beaucoup plus large de formulations. En gros, I’idée qui sous tend ces nouvelles
formulations est de procéder a un changement de base dans le plan des indices
1 et 2. Plus précisément, on définit de nouvelles fonctions de GREEN & partir de
celles du formalisme & temps réel par la transformation suivante[

n

Gt (ky, o k) = Z G{ai}(kl’...7kn)HUXiai(ki)’ (3.41)

{a;=1,2} i=1

ou U est une matrice “de rotation” inversible. Les nouveaux indices X; prennent
eux aussi deux valeurs, que nous noterons « et &. Ils seront désignés par des
lettres capitales. Afin d’étre cohérent, les fonctions de vertex qui s’obtiennent
a partir de fonctions de GREEN que I'on ampute de leurs lignes externes sont
reliées a celles du formalisme & temps réel par

T (ky, e k) = Z e By, ky) H VA (k) (3.42)
{a;=1,2} i=1

ou la matrice V est définie par

T

V¥ak) = (U )" HX (k). (3.43)

En particulier, cette relation donne ’expression des vertex qui apparaissent dans
le développement perturbatif; par exemple :

—iANABOP (ky, k) =X Y (1) VA (k) VP (ko) VO (k) VP (Ra)
a=1,2
(3.44)
pour une théorie en A\¢*. A partir de 13, il est tres simple de trouver les regles
de FEYNMAN qui permettent le calcul direct des G1¥:}. 1l suffit en effet de relier

19Les fonctions de GREEN dans le nouveau formalisme seront notées par la méme lettre. En
pratique, on pourra toujours les distinguer a ’aide des indices qu’elles portent.
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par (B-4]]) le diagramme qui nous intéresse & son expression dans le formalisme
initial, et de réécrire tous les objets (propagateurs libres et vertex) qui le consti-
tuent en fonction des objets analogues du nouveau formalisme. 11 suffit pour cela
d’utiliser 'inverse des relations (B.41])et(B-42). Ensuite, on constate que toutes
les matrices U ™! issues des propagateurs sont compensées par des matrices U
venant des vertex. A ce stade, il ne reste plus que des propagateurs libres et
vertex du nouveau formalisme, et les régles de FEYNMAN qui disent comment
les relier sont évidentes. Elles sont résumées sur la figure B-3.

— , GXY (k)

ks ““ iy AABOD (2@45(2 k;)

Fic. 3.5 - Regles de Feyn- g/ A,B,C,D=a,&
man dans le formalisme défini C kZ\ E
par (BZT).
K,
XX [
2m)

Parmi toute cette classe de formalismes, le formalisme & temps réel “ordinai-
re” présente la particularité de n’avoir que deux composantes non nulles pour
les vertex nus, alors qu’il peut a priori y en avoir jusqu’a 2* dans une théorie
en \¢*. D’autres formalismes se distinguent par des simplifications au niveau
de la matrice des propagateurs. Ainsi, le formalisme dit de KELDYSH, présenté
dans 48], posséde une matrice propagateur dont une composante est nulle. Dans
le méme ordre d’idées, le formalisme dit “F'F” posséde une matrice propaga-
teur qui est diagonale. Malheureusement, cette simplification des propagateurs
se fait dans les deux cas au détriment des vertex qui deviennent extrémement
compliqués. En pratique, c’est la raison pour laquelle ces deux variantes ne sont
presque jamais utilisées.

Un de ces formalismes alternatifs est en fait assez populaire, mais est rare-
ment présenté de cette fagon la. Il est obtenu en prenant

eoko/Q 0
vw=( " ) (3.46)

ol o est un parametre homogene a l'inverse d’une énergie et variant entre 0 et

(B. La matrice propagateur correspondant a ce formalisme est
o Gll(k) eok°G12(k)

GY = 2 ? 3.47

o,o—( ) ( e—ak Ggl(k> GEQ(]C) ’ ( )
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ot les G¥ (sans l'indice o) sont les propagateurs du formalisme & temps réel
habituel. Les vertex de ce nouveau formalisme sont inchangés. En fait, ce for-
malisme est usuellement dérivé d’un contour du type de celui qui est représenté
sur la figure [, mais dont la portion %5 est distante de 'axe réel de io. Les
choix les plus populaires de o sont 0 = 0 qui correspond au formalisme a temps
réel étudié jusqu’ici, et o = 3/2.F9

La seule autre variante du formalisme a temps réel qui est utilisée de fagon
réguliere est le formalisme retardé-avancé, que je vais exposer un peu plus en
détail dans la mesure ou il sera utilisé plus tard dans cette these. Pour une ligne
bosonique, la matrice U a utiliser est

_ 1 a(k?)a(—k?)  —a(k?)a(-k)
U(k) - CL(—k’O) ( _nB(_ko) _nB(ko) ) 9 (348)

o a(k°) est une fonction arbitraire dont la seule contrainte est d’étre partout
non nulle. Une transformation analogue peut étre donnée pour des champs trans-
portant une charge, et pour des fermions (voir [5, &7]). Dans tous les cas, cette
transformation est construite de telle sorte que la matrice propagateur prenne
la forme suivante

GXY(k):< ARO(k) AA()(k)), (3.49)

ou A, , sont les propagateurs retardé et avancé de la théorie des champs a
température nulle, définis par A, , (k) = iP/(k* — m?) + me(k°)d(k* — m?).
On voit donc que cette matrice est antidiagonalefY, et que les composantes
non nulles ne dépendent plus de la température. Naturellement, la dépendance
en la température a été rejetée dans les vertex. Leur forme explicite n’est
complétement fixée qu’une fois que la fonction a(k°) a été choisie. Un choix
trés commode pour les bosons est a(k°) = —n, (k°), ce qui conduit aux vertex
suivants dans une théorie scalaire

AAAA RRRR

-\ =0,
ARRR A A .

= ) et permutations circulaires ,
AARR

A (k1, -+, ka)=—=A[14+n,(k7) + n, (k3)] et permutations circulaires ,
(3.50)

20Le formalisme obtenu avec o = 3/2 est souvent désigné par “formalisme & temps réel”
dans la littérature, sans plus de précisions. On peut prouver que les fonctions de GREEN dont
tous les points externes sont de type 1 sont indépendantes de o.

21Les deux relations () que vérifient les propagateurs G% sont exploitées pour annuler
deux des composantes de GXY . La convention qui conduit & une matrice antidiagonale plutot
que diagonale est parfois considérée comme une hérésie en totale contradiction avec les écrits
fondateurs [d5]. Néanmoins, comme il ne s’agit que d’une convention, le mieux que le lecteur
ait & faire est de s’y habituer car c’est celle que j’utilise par la suite. Quant & moi, j'attends
I'inquisition ardécho-libanaise de pied ferme.
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et plus généralement

H Ng (_kf)

i|1X,=A

(=)
i|Xi=R

Dans la situation plus générale ou I'on a des fermions, il suffit en fait de rem-
placer n, par —n,, et de translater ’argument des poids statistiques de —qu si
il y a une charge conservée. On pourra trouver plus de détails dans [d6]. Dans
cette formulation, les deux relations (B.27) que satisfont toutes les fonctions de
GREEN du formalisme a temps réel prennent une forme extrémement simple :

AT = ) (3.51)

G =0, (3.52-a)
G "=o0. (3.52-b)

Leur simplicité rend ce formalisme tres adapté a toute étude faisant un usage
fréquent de ces propriétés, car les simplifications qui en découlent s’obtiennent
presque instantanément.

L’avantage majeur de ce formalisme est de factoriser naturellement les poids
statistiques contenus dans un diagramme. Cette particularité rend tres souvent
les calculs un peu plus clairs. Il possede également des connexions tres étroites
avec le formalisme a temps imaginaire. En effet, les fonctions de GREEN que 'on
calcule dans ce formalisme sont des combinaisons linéaires simples des prolonge-
ments analytiques obtenus & partir du formalisme & temps imaginaire [AR, 49].
Je montrerai également dans le chapitre suivant que les régles de coupure qui
permettent de calculer la partie imaginaire d’une fonction de GREEN ont une
expression tres simple dans ce formalisme. Par contre, si 'on doit extraire la
limite de température nulle d'un diagramme, ce formalisme est beaucoup plus
compliqué que le formalisme & temps réel habituel. En effet, 'usage de propa-
gateurs retardés et avancés plutét que de propagateurs de FEYNMAN engendre
dans les étapes intermédiaires du calcul des divergences ultraviolettes beaucoup
plus fortes que la divergence réelle du diagramme.

3.8 Digressions sur les phénomenes hors d’équilibre

Historiquement, le formalisme a temps réel a été développé par KELDYSH
dans [35], ou il s’intéressait & une description en termes de théorie des champs
de processus hors d’équilibre. En effet, il était tout a fait évident que le forma-
lisme & temps imaginaire ne peut pas se plier a une telle extension. Ainsi, le
formalisme a temps imaginaire integre dans sa structure intime le fait que 'on
a des poids statistiques qui sont ceux de I’équilibre thermodynamique, et que
I’on peut définir une température. Des que 1'on laisse tomber ces hypotheses, ce
formalisme perd tout son sens.

L’idée qui permet de voir le formalisme & temps réel comme une possibilité
plus viable de décrire des systemes hors d’équilibre est la suivante. Comme on ’a
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vu dans le chapitre [I], la portion verticale du contour apparait parce qu’on a un
opérateur densité qui est exp(—(BH) et qu’on cherche & extraire sa dépendance
dans la constante de couplage. On voit donc d’emblée qu’on n’a plus besoin de
cette partie verticale si 'opérateur densité est indépendant de la constante de
couplage. L’hypothese de base de cette extension du formalisme est donc que
I'on a un opérateur densité qui est sans relation avec ’Hamiltonienf?, de sorte
que les portions %1 U %> du contour suffiront pour extraire la dépendance dans
la constante de couplage et effectuer le développement perturbatif.

Naturellement, ces hypotheses sont beaucoup trop générales pour permettre
de mettre sur pied un développement perturbatif utilisable. En fait, si I’on re-
vient sur le calcul de la fonctionnelle génératrice que j'ai exposé dans le cha-
pitre [, on voit que le probléme va venir du facteur C[j], qui n’est plus égal
a 1. Quelques auteurs [[9, 20, 2] se sont intéressés a leffet d’un tel terme
dans les regles de FEYNMAN, et ont trouvé qu’il introduit des corrélations
entre un nombre arbitraire de champs libres. Pratiquement, cela signifie qu’en
plus des propagateurs libres qui connectent deux champs, apparaitront dans le
développement perturbatif des objets plus compliqués qui relient trois champs,
etc... Pour autant que je sache, personne ne s’est risqué a calculer quoi que ce
soit avec de telles régles de FEYNMAN, et le formalisme exposé dans [Z1] est
resté sans suite.

Au lieu de cela, la direction adoptée a plutot consisté a faire des hypotheses
plus restrictives [60, b1] sur la nature de 'opérateur densité afin de supprimer
les corrélations contenues dans la fonctionnelle C'[j]. Ainsi, une restriction qui
permet ceci consiste a choisir un opérateur densité qui est gaussien dans les
opérateurs de création et d’annihilation libresfd :

exp (— i (275;3’;% Brewr aT(k)a(k))
Tr exp <ff (2:)3%% Brwr aHk)a(k)) ’

ou [k peut formellement étre interprété comme l'inverse d’une température
dépendant de I'impulsion. Il faut toutefois bien avoir a I’esprit que ce p n’est pas
supposé dépendre de la constante de couplage : lorsqu’on “branche” I'interaction
dans la théorie, on suppose qu’elle ne modifie pas 'opérateur densité. Avec
une telle définition pour p, on a des relations de commutation simples avec les
opérateurs de création et d’annihilation libres. Pour des champs scalaires réels,
on a ainsi

p= (3.53)

[pa(k)] = (1— e~ )pa(k) (3.54)
qui implique les valeurs moyennes suivantes
Tr(pa(k)a (k) 0 i L
Tr () = (27)°6(k — k) e 1 (3.55-a)

22Par exemple, il peut étre fixé par des conditions initiales qui placent le systéme dans
un état statistique donné. Le point de vue adopté ici est donc tres différent de celui que
I'on a a ’équilibre. A 1’équilibre, I'opérateur densité intervient de fagon non triviale dans le
développement perturbatif car il contient par construction la constante de couplage.

23Dans [67], cette hypothése apparait comme résultant d’une troncation dans une expansion
en cumulants de 'opérateur densité.
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Tr (pa’(k)a(k"))
Tr (p)

1

— 3 _ ! -
= (2m)°6(k — k') {1—&—6,6’6%1

] . (3.55-h)

De plus, si I'on se rappelle que la relation ([L49) a été obtenue en utilisant uni-
quement les relations de commutation entre I’opérateur densité et les opérateurs
de création et d’annihilation, il est évident qu’elle survit dans la situation que
nous sommes en train de considérer. Par conséquent, il résulte ici aussi que ’on
a C[j] = 1, ce qui signifie que les régles de FEYNMAN ne feront intervenir que des
propagateurs, et pas des corrélations d’ordre plus élevé. La seule différence par
rapport aux regles de FEYNMAN du formalisme a temps réel réside dans le fait
que le poids statistique de BOSE-EINSTEIN doit étre remplacé par la fonction qui
apparait dans équation (B.55-a). Cette fonction peut a priori étre arbitraire si
I’on choisit les 0, de fagon appropriée. A ce stade, il semble que nous soyons en
mesure de calculer le développement perturbatif de fonctions de GREEN définies
par tout opérateur densité qui est gaussien.

Toutefois, nous avons vu il y a quelques pages que des produits de distri-
butions non définis sont susceptibles d’apparaitre & des stades intermédiaires
des calculs effectués avec ce formalisme. Fort heureusement, ces “pathologies”
sont éliminées de la théorie a ’équilibre statistique par les identités KMS. On
voit que c’est ici que 'on se trouve confronté a de sérieux problemes avec la
généralisation du formalisme & temps réel a une situation hors d’équilibre. En
effet, les relations KMS sont une conséquence de la structure tres particuliere de
Iopérateur densité a 1’équilibre, qui est non seulement gaussien, mais en outre
ne dépend que de I’'Hamiltonien H. La non compensation des pathologies dans
cette généralisation du formalisme & temps réel a été notée par ALTHERR et
SEIBERT dans l'article [62], et BEDAQUE en a donné une interprétation dans
[63], que je vais résumer ici. Si 'on revient aux variables temporelles par une
transformation de FOURIER inverse, les résultats de I'appendice Al montrent
que ces pathologies se transforment en des produits de convolution, qui sont
infinis parce que leur support est infini. L’hypotheése de BEDAQUE est que ces
pathologies apparaissent ici parce que ’on ne tient pas compte de la relaxation
du systeme vers un état d’équilibre statistique. En effet, le formalisme continue
a rester strictement invariant par translation temporelle. D’une certaine facon,
I’obtention de ses regles de FEYNMAN est basée sur I’hypothese selon laquelle on
place le systeme dans un état hors d’équilibre & une date ¢, infiniment éloignée
dans le passé. Ensuite, on regarde une fonction de GREEN dont les arguments
temporels sont des dates finies, et on trouve qu’elle n’est pas définie a cause de
ces pathologies. Selon BEDAQUE, il est incohérent de supposer qu’a cette date
finie, le systeme est encore hors d’équilibre. Un échappatoire serait selon lui de
garder fini le temps ¢, auquel on place la systeme hors d’équilibre, ainsi que
le temps ¢,. A I’évidence, les produits de convolutions singuliers du fait d'un
support infini deviennent tous finis. Cette suggestion n’a été suivie d’aucune
application du fait de la complexité des manipulations dans ’espace des temps.

Envisageons maintenant le probléeme de la théorie des champs hors d’équi-
libre avec un autre point de vue : malgré les problémes que 'on sait pour le
formalisme hors d’équilibre dans ’espace de FOURIER, il semble raisonnable
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d’espérer décrire un processus microscopique se déroulant dans un milieu hors
d’équilibre, & condition que la durée caractéristique de ce processus soit petite
devant le temps de relaxation du systéeme vers son état d’équilibref?. En outre, il
semble également raisonnable d’exiger que cela soit possible avec un formalisme
qui differe “peu” du formalisme & temps réel a I’équilibre. En effet, il n’y a au-
cune raison pour que la relaxation du systeme sur de grandes échelles de temps
engendre des pathologies dans le calcul d’un processus suffisamment rapide pour
qu’il ne voie pas cette relaxation. Le probleme des pathologies dans cette ex-
tension du formalisme & temps réel semble donc étre d’une nature technique, et
sans réel fondement physique. La solution qui a été proposée par ALTHERR dans
larticle [b4] va dans ce sens. En effet, cet article montre qu'il est possible de
régulariser les termes pathologiques en donnant une largeur aux propagateurs
libres. Cela revient & sommer une self-énergie possédant une partie imaginaire
dans la région de genre temps. Cette largeur transforme toutes les pathologies en
termes finis qui se comportent comme l'inverse de cette largeur. Physiquement,
il est facile d’interpréter ce qui se passe dans cette régularisation : inclure une
largeur dans le propagateur libre revient a dire que les excitations de la théorie
ont une durée de vie finie qui est de 'ordre de l'inverse de cette largeur. Ainsi,
ces quasi-particules qui ont une durée de vie finie ne peuvent plus voir ce qui se
passe sur de longues échelles de temps. D’un point de vue technique, on peut
noter que ces termes pathologiques deviennent apres cette régularisation pro-
portionnels & 7/ Trelax,ﬁ ou 7 est la durée de vie des quasi-particules et Tyclax le
temps de relaxation du systeme, ce qui corrobore I'interprétation selon laquelle
les pathologies viennent du fait qu’il n’est pas correct de donner une durée de
vie infinie aux excitations de la théorie si le systéeme n’est pas stationnaire. Il
convient cependant de noter que cette régularisation, méme si il semble possible
de lui donner des fondements physiques raisonnables, pose d’autres problémes
dans le domaine des théories de jauge. Il faut en effet dans ce contexte éviter de
briser I'invariance de jauge, ce qui est loin d’étre trivial [65, bf|.

Pour conclure cette section, on peut formuler le probleme de la fagon sui-
vante : les pathologies deviennent finies si le temps pendant lequel le systeme
est vu hors d’équilibre par les particules est fini. A ce probleme, ALTHERR et
BEDAQUE ont apporté des solutions qui sont d’une certaine fagon orthogonales.
En effet, la resommation d’ALTHERR revient a empécher que les excitations de
la théorie ne voient ce qui se passe sur de grandes échelles de temps en limi-
tant leur durée de vie, ce qui permet d’étre un peu cavalier avec la facon dont
on traite la relaxation, et méme de la négliger en continuant a utiliser un for-
malisme qui est invariant par translation temporelle. Pour résoudre le méme
probleme, BEDAQUE suggere au contraire de ne rien changer a la durée de vie

24Par contre, il semble beaucoup plus difficile, si ce n’est impossible, de décrire & 1’aide de
la théorie des champs le processus de relaxation vers I’équilibre du systeme. Les poids statis-
tiques a utiliser pour étudier comment sont modifiés des processus microscopiques dans un
environnement hors d’équilibre semblent devoir étre déterminés par des méthodes extérieures
a la théorie des champs.

25De tels termes semblent indiquer une connexion entre cette sommation et un développe-
ment en gradients.
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des particules (i.e. de la garder infinie), mais d’inclure correctement la relaxa-
tion du systéme. D’un point de vue pratique, la solution d’ALTHERR semble la
plus opérationnelle, comme en témoignent les applications récentes qui en ont
été faites [B1, 657, BR].
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Chapitre 4

Regles de coupure dans les
formalismes a temps réel

Nuestras horas son minutos
Cuando esperamos saber,

y siglos cuando sabemos

lo que se puede aprender.

ANTONIO MACHADO
Proverbios y cantares, Campos de Castilla

e chapitre est encore dédié a la présentation d’un travail en rela-

tion avec certains aspects formels du développement perturbatif de

la théorie des champs a température finie. Cette fois ci, il s’agit de

discuter les regles qui permettent de calculer la partie imaginaire d’une
fonction de Green, connues sous le nom de régles de CUTKOSKY a température
nulle, ou encore désignées par l'appellation de régles de coupure. En effet, a
température nulle, ces regles donnent la partie imaginaire d’un diagramme sous
la forme d’une somme de “coupures” que I'on peut faire au travers de ce dia-
gramme. Ces regles sont par ailleurs de la plus haute importance pour vérifier
I’unitarité perturbative de la théorie.

En théorie des champs a température finie, I’analogue de ces régles de cou-
pure a été d’abord étudié dans des cas particuliers par WELDON dans [56Y], et
ensuite de maniere systématique par KOBES et SEMENOFF dans le cadre du
formalisme & temps réel, dans les articles [60, 61]. Ce travail a été réalisé en
1985-1986, et tout le monde semblait s’en satisfaire jusqu’a la sortie en 1995
d’un travail de BEDAQUE et al. [67] revisitant cette question et semblant obte-
nir des conclusions en contradiction avec les résultats antérieurs.

C’est a cette occasion que je me suis intéressé a ce probléeme, pour au moins
deux raisons. La premiere de ces raisons était d’essayer de comprendre 1’origine
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de cette contradiction. La seconde était plutot liée a ma paresse chronique qui
me disait que j’aurais pu éviter certains calculs fort fastidieux lors du travail
sur la production de photons par un plasma de quarks et de gluons que nous
avions entrepris, si j'avais disposé de regles de coupure donnant directement la
discontinuité d’une fonction dans le formalisme retardé-avancé. Les résultats de
ce travail ont été publiés dans larticle [63], dans lequel je montre I’équivalence
des approches de KOBES et SEMENOFF et de BEDAQUE et al., ainsi que les
regles de coupure qui permettent de calculer la partie imaginaire des fonctions
de GREEN dans les formulations alternatives du formalisme & temps réel, dont
le formalisme retardé-avancé.

Je vais commencer ce chapitre par ’exposition de la partie commune aux
deux approches. Ensuite, je présenterai plus spécifiquement chacune d’entre
elles, et je les comparerai sur un exemple. Enfin, je terminerai ce chapitre par
la présentation des regles de coupure que 'on obtient dans les autres versions
du formalisme & temps réel, en m’attardant plus longuement sur le formalisme
retardé-avancé qui sera utilisé par la suite.

4.1 Equation du plus grand temps

Je vais commencer par rappeler le point de départ qui conduit aux regles
de coupure en théorie des champs a température finie. La méthode utilisée est
extrémement proche de celle qui est utilisée a température nulle. Tout commence
par une décomposition du propagateur libre G, (2, y°; k) en deux termes selonf]

Go(2%,y" k) = Oc(a” — y°)GJ (27,475 k) + 0c(y° — 2°)G5 (2%, y% k) . (4.1)
Explicitement, la formule ([.57) donne

1 . o_0 . o_0

G5 (s k) = 5— |70 =) (1 my () + 70T ()|
2wk

(4.2)

Contrairement a ce qui se passe a température nulle, on constate que ces fonc-
tions mélangent les énergies positives et négatives, du fait de la présence de
termes en n,. Ce détail aura son importance plus tard.

Il faut maintenant distinguer suivant la position des temps z° et y° sur le
contour afin de remplacer les fonctions 6. par des fonctions 6 ordinaires. On
obtient ainsi

GoH (2%, 9% k) = 0(2° — y°)G7 (z°,y% k) + 0(y° — 2°)G5 (2%, 9% k)
G2 (2%, 9% k) = 0(2° — y°) Gy (z°,y% k) + 0(y° — 2°)G; (2%, 9°: k)
G2 (2%, 9% k) = Gf( Y% k),

G2 (2%, 9% k) = G (2°, 9% k) (4.3)

1 Par construction, les fonctions G2 et G5 introduites ici sont les transformées de FOURIER
inverses respectives des fonctions G2! et G'12 du formalisme & temps réel.
P o o p:
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ou les indices supplémentaires dont on a affublé les propagateurs indiquent sur
quelle portion du contour les temps sont supposés se trouver.
Soit ensuite G1#}({z¢}) un diagramme que I’on calcule dans le formalisme
a temps réel. Les a; sont les types 1 ou 2 des vertex (internes ou externes). Le
diagramme est considéré juste avant d’effectuer la transformation de FOURIER
de sorte qu’il dépend encore des variables temporelles. Les x¢ sont les temps
portés par ces vertex. A partir de la, on calcule deux jeux de nouvelles fonctions
G{;”} et G{<a7‘} en soulignant certains des vertex de G{%}. Les propagateurs
et vertex a utiliser pour les construire sont déterminés au moyen des regles
suivantes :
e A un vertex cerclé on associe une constante de couplage dont le signe est
l'opposé de celle qui est associée au vertex non souligné du méme type 1 ou 2.
e Si 2° et y° ne sont pas soulignés, on utilise le propagateur G% (z°, y°; k).
e Si z° est souligné, mais pas y°, on utilise la composante en 6(z° — y°) de
G (z°,y°; k) pour construire G{;i} et sa composante en 0(y°—x°) pour construire
Gl
<
e Si x° n’est pas souligné, et y° est souligné, on utilise la composante en 0(y°—x°)
de G (2°,y° k) pour construire G{>ai} et sa composante en 6(z° — y°) pour
construire G{<ai}.
e Si z° et y° sont tous deux soulignés, on utilise le propagateur é? (z°,y°% k)
qui est obtenu en permutant les coefficients de 6(x° — y°) et de 6(y° — x°).
Ensuite, il est aisé avec ces regles d’obtenir la relation connue sous le nom
d’équation du plus grand temps. Soit z? le temps le plus grand dans ce dia-
gramme. On prouve alors la relation

Lo @, a0) + U a8, ag) = 0, (4.4)

ou la nature soulignée ou pas de tous les vertex non écrits explicitement est
la méme dans les deux membres. Cette relation découle simplement du signe
relatif qui existe entre un vertex souligné et un vertex non souligné, et de la
configuration des fonctions § dont on connait a ’avance la valeur si le temps x?
est le plus grand.

On prouve ensuite que la somme sur toutes les facons de souligner les vertex
du diagramme donne une résultat nul :

S G, a9 =0, (4.5)
{Si:i}

ou I'indice s; supplémentaire indique que le vertex est souligné si s; = 41 et non
souligné si s; = —1. Cette relation s’obtient & partir de (f4) en groupant les 2™
termes par paires ne différant que par le vertex qui porte le plus grand temps.
Usuellement, cette relation est plutot écrite sous la forme équivalente suivante

a; o o {ai}t, o o {ai,si} o o
G{> }(561,"'71’”)+G>7 (1’17“',1'"):* Z G> (‘Tlv"’7xn,)a (46)
(si=%)
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ol Z(s,;: +) désigne la somme sur les fagons de souligner les vertex de laquelle
on exclut le terme ou tous les vertex sont soulignés ainsi que celui ou aucun
n’est souligné.

On obtient une relation identique avec les fonctions G{<ai}, a condition de
commencer par isoler le plus petit temps

G ag, ) + G @ el = = Y G g (@)
(si=%)

Il est ensuite trivial de faire la transformée de FOURIER qui conduit véri-
tablement au formalisme a temps réel tel qu’on I’'a défini plus haut. Comme
dans I'espace de FOURIER, la fonction ou tous les vertex sont soulignés est le
complexe conjugué de la fonction correspondante ou aucun vertex n’est souligné,
les relations précédentes se réécrivent de la fagon suivante :

et 1/ . 1 ain,
I (iGL) = S (6l e ) = 5 30 et (4.8)
(si==)
et
a; 1 a; a; 1 Qi s;
I (iG1) = S (Gl ) = 2 3 Gl (4.9)
(si=%)

Dans cette équation, les a; désignent 1’ensemble des vertex, internes aussi
bien qu’externes, contenus dans la topologie considérée. Pour calculer une fonc-
tion de GREEN du formalisme a temps réel, on doit en outre sommer sur le
type 1 ou 2 pour tous les vertex internes. Il faut donc modifier 1égerement les
notations afin de rendre aisée la distinction entre vertex internes et externes :
dorénavant, seuls les vertex externes seront notés a;, et les vertex internes seront

notés v;. Ainsi, la fonction G{‘“}(kl, -+, ky,) s’écrit sous la forme
Glad = 3 gledt = Y gl 2 S gl )
{v;=1,2} {v;=1,2} {v;=1,2}

ce qui permet ensuite d’obtenir

Im(iG{“i}) — Z Im(iGiai}{Uj}): Z Im(iG{<ai}{vj})
{Uj:1a2} {’Uj:172}

{v;=1,2} (si==%,r;=%)

:_% > S gl (4.11)

{v;=1,2} (si==%,r;==%)

Ces relations sont le point de départ des deux approches qui vont étre confron-
tées dans la suite de ce chapitre. On peut déja noter une différence importante
par rapport a ce qui se passe a température nulle : le nombre de termes contenus
dans leur membre de droite est trés important, et ce pour deux raisons. Tous
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d’abord, il y a la somme sur les types 1 et 2 des vertex internes qui multiplie le
nombre de termes par 2 élevé a la puissance le nombre de vertex. Par ailleurs,
il semble a priori difficile de réduire la somme sur la fagon de souligner les
vertex & une somme sur les coupuresf] traversant le diagramme. En effet, cela est
possible a température nulle car les propagateurs reliant un vertex souligné a un
vertex non souligné sont proportionnels & §(+k°). Ces fonctions 6 contraignent
suffisamment le flot d’énergie dans le diagramme pour réduire drastiquement les
configurations autorisées des vertex soulignés. A température finie, au contraire,
ce propagateurs sont proportionnels & 6(+k°) + n, (|k°]), et on ne dispose plus
d’aucune contrainte sur le flot d’énergie. Les deux approches que je vais décrire
maintenant ont toutes deux pour but de réduire le nombre de termes dans la
relation précédente, mais empruntent des directions orthogonales pour y arriver.

4.2 L’approche de Kobes et Semenoff

La direction choisie par KOBES et SEMENOFF consiste a simplifier au maxi-
mum la somme sur les {v; = 1,2}. Pour cela, ils ont commencé par restreindre
quelque peu le probleme en se limitant au cas ol tous les a; sont égaux a 1. Cette
hypothese était reliée a I’idée selon laquelle les fonctions avec des points externes
de type 1 étaient plus physiques dans la mesure ou il s’agit des généralisations
directes des fonctions de GREEN que 1’on utilise & température nulleff.

Ensuite, ils ont remarqué qu’un vertex non souligné de type 2 était équivalent
a un vertex souligné de type 1 si 'on utilise les regles pour les fonctions G{;i’}
et en profitent pour écrire

D DI (4.12)
{rj==}
De méme, on vérifie
Gy = 3 gl (4.13)
{ri=%}

L’étape suivante consiste a noter que 'on a également

Gl = 3 gl (4.14-a)
{rj==+}
(G- = 3 gt (4.14-b)
{rj==%}

20n appelle diagramme coupé un diagramme qui peut étre divisé en deux parties connexes,
ou 'une de ces parties contient les vertex soulignés et l'autre les vertex non soulignés. Il faut
également que chacune de ces deux parties soit reliée & au moins une ligne externe.

3Depuis, les applications de la théorie des champs & température finie ont montré qu’il n’y
avait pas lieu de considérer ces fonctions comme plus physiques que les autres. La restriction
adoptée par KOBES et SEMENOFF n’est cependant pas un probléme en pratique car toute
I'information pertinente est contenues dans la fonction G1'1, méme si son extraction peut
requérir un peu de travail.
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Pour prouver ces relations, il suffit de remarquer que la seule différence
entre les regles pour G{;”} et G{<a'i} vient des propagateurs reliant un vertex
souligné et un vertex non souligné. En d’autres termes, on a G1>l = G% et
G = G2, alors que G2 = G2 et G = G12. Gréce aux relations KMS, on a
G12(k) = a='e P G21(k), avec le facteur o défini dans (R.3) dépendant du type
des champs considérés. Lors du passage de G~ & G, on aura donc un facteur
du type de a~'e=P*° pour chaque propagateur reliant un vertex souligné et
un vertex non souligné. Groupons maintenant les vertex soulignés en domaines
connexes. Les facteurs o~ 'e % qui font passer de G~ & G viennent des bords
de ces domaines. Si les sommes des charges et des énergies qui entrent dans un tel
domaine sont nulles, le produit des a~'e=** associé & la frontiere du domaine
est égal & 1. Lorsque les vertex externes sont soit tous soulignés, soit tous non
soulignés, les domaines vérifient tous cette propriété, ce qui prouve les deux
relations annoncées.

Ces relations permettent d’écrire

1 1Y, 1M1
Im (ZG{ll}) _ 5 Z (G{>1 11} i G{>l 131 J})
{rj==+}
1 o H1,.
D Y (4.15)
(si=£){r;==%}

ou la somme sur les s; évite la configuration ou tous les vertex externes sont
soulignés et celle ol aucun n’est souligné. La deuxieme ligne s’obtient par appli-
cation de (.§). Cette derniére relation constitue le résultat auquel sont arrivés
KOBES et SEMENOFF. On voit donc que 1'on a completement éliminé la somme
sur les types 1 et 2 des vertex internes, ce qui réduit significativement le nombre
de termes & considérer. Par contre, de méme que dans (f.11]), il n’est pas possible
d’interpréter la somme du second membre comme une somme sur les coupures
traversant le diagramme. Ainsi, cette somme peut générer des termes qui ne sont
pas interprétables comme la contribution d’une coupure. On trouve par exemple
de tels termes dans les diagrammes représentés sur la figure -1l En fait, on peut

F1a. 4.1 — Exemples de termes qui ne
peuvent pas étre interprétés comme la
contribution d’une coupure. Les vertex
soulignés sont entourés d’un cercle sur
la figure.

voir facilement que ces termes sont néanmoins absolument nécessaires pour as-
surer la compensation des pathologies comme c’est le cas par exemple sur le
diagramme de gauche de la figure f]. Cependant, il ne serait pas correct de les
laisser simplement tomber, car dans certains cas leur contribution est finie et ne
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disparait pas dans le mécanisme de compensation des pathologies, comme on le
voit sur le diagramme de droite. Ces termes sont discutés avec plus de détails
dans [67]. Dans [64, B3], on pourra trouver une interprétation de ces reégles de
coupure en termes des processus microscopiques qui se déroulent dans le plasma.

4.3 L’approche de Bedaque, Das et Naik

Si larticle [62] a engendré beaucoup de discussions, c’est probablement en
partie du & son caractere provocateur puisqu’il affirmait démontrer que “tous
les termes qui apparaissent dans les regles de coupure du formalisme a temps
réel peuvent étre interprétés comme des contributions de diagrammes coupés”,
sans prendre la peine de discuter la contradiction apparente avec les résultats de
KOBES et SEMENOFF que cela implique. Dans cette section, je vais reproduire
leur résultat par une méthode un peu plus concise que celle qu’ils ont utilisée.
Commengons par énoncer leur résultat : dans la relation (f:I7]), la somme sur
les fagons de souligner les vertex du diagramme se réduit a une somme sur les
configurations de vertex soulignés qui constituent une coupure du diagramme.
Toutes les autres configurations donnent des contributions nulles.

Notons tout d’abord que si la configuration des vertex soulignés ne cor-
respond pas a une coupure, alors on peut isoler un sous-ensemble de vertex
soulignés (resp. non soulignés) complétement entouré de vertex non soulignés
(resp. soulignés). De tels sous diagrammes sont représentés sur la figure .9, ot
les vertex soulignés sont entourés d’un cercle noir. Pour fixer les idées, puisque

Fic. 4.2 — Sous diagrammes ca-
ractéristiques des termes qui ne
peuvent pas étre interprétés comme
des coupures.

.
. ¢ vertex tous

.
" * pasdevertex < tou
soulignés

.

- soulignes
O b, b

(@) (b)

les relations (f11]) laissent le choix, je vais utiliser les régles qui définissent
les fonctions G .. L’autre choix est également possible, et conduit bien str au
méme résultat. Il s’agit donc d’une décision purement conventionnelle qui en
outre n’offre aucun avantage particulier d’un point de vue technique. Pour faci-
liter ce qui va suivre, je vais rappeler les propagateurs que 1'on doit utiliser en
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fonction de la nature (souligné ou pas, type 1 ou 2) des vertex qu'il relie.

= GRE) GER)
20 =( Ghll) i)
G ( CR) GE(R)
c2m=( Ghiy) i)
G _ (G GE(R)
G20 =( Gal i)
() G2k
() G

- 22
(k) = ( G,

ou les notations utilisées sont presque évidentes. Par exemple, Gg(k) est le
propagateur qu’il faut utiliser pour relier un vertex non souligné de type i a
un vertex souligné de type j. Rappelons également qu’on doit sommer sur les
types des vertex ¢; qui apparaissent sur la figure précédente, puisqu’ils sont a
I’évidence internes au diagramme.

La somme des termes de (f.I11]) qui contiennent la configuration (a) de la
figure .7 est proportionnelle & la quantité :

F (= S T (k) H G2 (ky) | (4.17)

{c;=1,2}

> , (4.16)

ott T't¢}({k;}) est la fonction de vertex dont les points externes sont de type
¢; et ol entrent les impulsions k; (elle est définie de fagon & inclure un signe —
pour chaque ¢; égal & 2, puisque ces signes n’ont pas été écrits dans (f.17)). Si
on utilise (f.1G), il vient

Fld(ry = ] G2k) ] G2k D Tk} =0. (4.18)

{ilbi=1} {ilb;=2} {ei=1,2}

La derniére égalité est obtenue en utilisant la premiere des relations (B:27) (en
tenant compte de ce qui a été dit des signes — inclus dans la définition de F{Ci}).
On voit donc ici que la disparition de ces configurations ne requiert pas KMS.
Passons maintenant & la configuration (b) de la figure 3. La somme des termes
de (EIT) qui contiennent cette configuration est proportionnelle a

FOY (k= Y Tl (k) HGb i (4.19)

{Ci:1,2}
En notant que I‘is—]’jigné est le complexe conjugué de I'{¢}, et en utilisant (),

on transforme cette quantité en

T D DI LI(C0] I § RO § IR
{c;=1,2} {i|c;i=1} {ile;=2}

[fez] ST e ] - o

i=1 {c;=1,2} {i|c;=2}
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La derniére égalité utilise la deuxiéme des relations (B.27). Elle est donc dépen-
dante de la symétrie KMS.
On arrive donc au résultat de BEDAQUE, DAS et NAIK, qui peut s’écrire sous

la forme : 1
serfaily — = {ait{v;}
Im (iG1*) = 5 E g G (4.21)

v;=1,2 coupures

Comme annoncé, la somme sur les configurations de vertex soulignés se réduit
a une somme sur celles de ces configurations qui correspondent a des coupures.
Par contre, contrairement a la simplification opérée par KOBES et SEMENOFF,
la somme sur les types 1 ou 2 des vertex internes n’a pas disparu.

4.4 Comparaison

On voit donc que les deux approches conduisent a un paradoxe qu’il convient
d’expliquer. En effet, dans I'une des méthodes il s’avére impossible de limiter la
somme sur les fagons de souligner les vertex a une somme sur des coupures, alors
que seuls des termes qui correspondent a des diagrammes coupés demeurent dans
la seconde approche. Ce probleme n’est pas du tout discuté dans [62].

Pour voir ou réside cette contradiction, il convient de rappeler ce que si-
gnifie 'expression “propagateur coupé” dans chacune des approches. Dans les
deux cas, les auteurs désignent par “coupé” tout propagateur reliant un vertex
souligné et un vertex non souligné, suivant en cela la dénomination adoptée
a température nulle. Chez KOBES et SEMENOFF, les propagateurs non coupés
peuvent étre soit G1!, soit GY = G?2. Cela signifie que leurs propagateurs non
coupés ne sont jamais proportionnels a la distribution de DIRAC 6(k% — m?).
Dans l’article de BEDAQUE et al. au contraire, les propagateurs non coupés sont
n’importe lequel des G¥ ou G2. Parmi eux, on trouve G2 et G2! qui sont pro-
portionnels & (k% —m?), comme cela est illustré par la figure [.3. Il donc a priori

coupures
“cachees’

FiGc. 4.3 — Propagateurs qui se-
raient considérés comme coupés dans
les conventions de Kobes et Semenoft,
et qui sont considérés comme normaux
par Bedaque et al.

Ensemble des vertex Ensemble des vertex
soulignées non soulignées

évident que dans ces deux articles, le mot “coupé” ne recouvre pas exactement
la méme classe de propagateurs. Plus précisément, KOBES et SEMENOFF sont
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plus stricts dans le sens ou ils appellent coupé tout propagateur qui est pro-
portionnel & §(k% —m?). Or, si davantage de propagateurs sont classés comme
“coupés”, il devient difficile voire impossible de n’avoir que des ensembles de
propagateurs coupés qui correspondent a des coupures laissant seulement deux
sous diagrammes connexes. C’est précisément le probleme auquel sont confrontés
KOBES et SEMENOFF.

La désaccord apparent entre les deux approches quant a 'interprétation des
différentes contributions en termes de coupures semble donc relié & un probleme
de sémantique plus qu’a un désaccord sur le fond. Néanmoins, il semble que
I’approche de BEDAQUE et al. et la sémantique qui va avec soit celle qui est la
généralisation la plus directe de ce qui se fait a température nulle. En effet, si
on prend la limite de température nulle dans la formule (E.21)), on trouve en
utilisant ce qui a été dit dans la section B.J que cette formule donne terme a
terme la formule donnée par les régles de CUTKOSKY a température nulle. En
fait, on peut dire que les propagateurs proportionnels & §(k* — m?) qui sont
cachés de part et d’autre de ce que BEDAQUE et al. désignent par coupure n’ont
rien a voir avec des coupures d’unitarité. On a de tels propagateurs sur couche
parce qu’un milieu tel qu'un plasma contient des excitations réelles qui peuvent
bien stir apparaitre a l'intérieur d’une amplitude.

Apres avoir isolé D'origine de la différence, il est utile de comparer les deux
méthodes sur un exemple afin de s’assurer qu’elles donnent bien le méme résul-
tat, et surtout pour comparer leur efficacité respective. Pour mettre en évidence
certains aspects intéressants, il est utile de choisir un exemple dans lequel on
s’expose au probleme des pathologies. A cet effet, je considere la composante 11
du premier des diagrammes représentés sur la figure g1

F1G. 4.4 — Les huit termes engendrés par la méthode de Kobes et Semenoff pour I’exemple
de la figure .

La méthode de KOBES et SEMENOFF donne la partie imaginaire de ce dia-
gramme comme la somme des huit termes représentés sur la figure 4. Les deux
termes dans la boite sont ceux que 1’on ne peut pas interpréter comme des cou-
pures dans la sémantique de KOBES et SEMENOFF. Aprés un calcul un peu long
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mais sans difficultéf], on obtient les valeurs suivantes pour ces huit termes (en
fait, ils ont été regroupés par paires qui ne different que par un facteur e=?4") :

KS (1+ 6,5qo) d4r
tuy (2110 = L [ 2
14 P02t pro 22
i L2
e ™

: 2€5T0+1 20,2 2 0Ys57(,.2 2
X 4 20 60—15 (r*—=m?) + me(r®)o'(r* —m=) p , (4.24-a)
e T —

KS 1+e*ﬁqo dr
- ) [ oo G2 o)

Im(2+6) (211 (q)) - ) (277)

28r°
g €T A1 o o 2y, . 1
X {ZW 0°(r* —m*) +iP ) } ,  (4.24-b)

1P
Ks 1 (1+e=Ba") d*r P G2 (p)o?2(r)
Im(3+7) (E (Q)) = 92 (27_(_)4 efrd _q
X {—2iw265r07+152(r2 —m?) + me(r)d' (r? — m2)} (4.24-c)
efrt — 1 T
et
Ks 1 o (1+ e=ha’) dir e G2 (p)o(r)
Im(4+8)(2 (q)) - 2 (271_)4 (eﬁro _ 1>2
x4im?6%(r? —m?) , (4.24-d)

ott les 0/ (1) sont les composantes de la self-énergie & une boucle. On constate en

particulier que la compensation des pathologies en 62 n’a lieu que dans la somme
de tous ces termes, et pas au niveau des termes individuels. Si on additionne
toutes ces contributions, on obtient

KS e*ﬁqo 4r
il =) = S [ e (et o

Y 268" 022(T)€;_T§1_+16ﬁr )g21(r)] 6(7”0)(5/(7“2 _ m2)} ) (4.25)

4A cet effet, on élimine deux des composantes de la self-énergie & une boucle %/ (r) en
utilisant les deux relations (B:27) qu’elle satisfait :

ot (r) + 0% (r) + o' (r) + 0*'(r) =0 (4.22-a)
() +022(r) + 7 2 (r) + e 02 (1) = 0. (4.22-b)
Les manipulations sur les distributions utilisent quant a elles
]Px% _ (Pif — 725%() (4.23-a)
26(x)IP§ = -5 (). (4.23-b)
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Si on applique maintenant la méthode de BEDAQUE, DAS et NAIK au calcul
de la méme quantité, il faut calculer les 6 x 4 = 24 termes représentés sur la

figure I3

FI1G. 4.5 — Les 24 termes engendrés par la méthode de Bedaque et al. pour I’exemple de la
figure £

Ici encore, on peut regrouper les termes par paires, ce qui donne les contri-
butions suivantes

BDN e*ﬁqo 40 eBrOO.ZZ r o2L(y
il ) = - [ G?(p)[ A ”]
x {2ir%6%(r? — m?) — we(r®)8’'(r* —m*)} |, (4.26-a)
BDN e—ﬁqo 4y
i) = - [ @)
X {2m252(r2 —m?) + iIP—(TQ _1m2)2} , (4.26-b)
et
BDN e—Pd" 4, B (022 (1) + 021 (r
iy ) = S [ Gf}(p)[ Lt s ”)]

x {2ir%6%(r* — m?) + we(r®)§'(r* —m*)} . (4.26-¢)

Naturellement, la somme de ces contributions donne le méme résultat que
léquation (£.25). Ici encore, lorsqu’on regroupe uniquement des termes qui cor-
respondent & la méme coupure, il reste des pathologies. Elles ne se compensent
que dans la somme de ’ensemble des contributions. A l'issue de cette compa-
raison, on peut dire que la méthode de BEDAQUE et al. n’est ni plus simple ni
plus rapide & mettre en oeuvre que celle de KOBES et SEMENOFF. En fait, elle
engendre en général plus de termes et rend donc les calculs quelque peu plus
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longs. Elle offre toutefois ’avantage d’une connexion plus étroite avec les calculs
que l'on aurait fait a température nulle.

Je vais terminer par une remarque sur l'interprétation de ces regles de cou-
pure. A température nulle, I'existence de telles regles de coupure pour le calcul
de la partie imaginaire d’une amplitude permet de prouver que le développement
perturbatif respecte 'unitarité de la théorie. On pourrait étre tenté d’utiliser le
point de vue de BEDAQUE, DAS et NAIK pour tirer des conclusions similaires
en théorie des champs a température finie. Toutefois, parler d’unitarité suppose
que l'on sache définir proprement une matrice S, et donc des états asympto-
tiques. Or, cette question est trés partiellement comprise & I’heure actuelle, ce
qui limite I'usage que 'on peut faire de ce résultat dans cette direction.

4.5 Regles de coupure des autres formalismes

Je vais maintenant discuter la forme des regles de coupure dans les variantes
du formalisme a temps réel qui ont été introduites dans la section B.4. Initiale-
ment, j’avais obtenu ces régles pour le formalisme retardé-avancé en raison de
I'usage que j’en faisais, mais il s’est vite avéré tres simple de généraliser quelque
peu le résultat [63]. A cet effet, il est commode de partir des regles de cou-
pure que nous venons d’établir pour le formalisme a temps réel standard, et de
leur faire subir la transformation (B.41]). Lorsque la matrice U qui définit cette
transformation est a coefficients réels, il est facile de donner la partie imagi-
naire des nouvelles fonctions de GREEN comme combinaison linéaire de parties
imaginaires de fonctions de GREEN du formalisme de départ, pour lesquelles on
connait les regles de coupure :

n

m (G (k) = Y Im (G ({ki}) [JUN ™ (ki) - (4.27)

{a;=1,2} i=1

A partir de 14, il est tres facile de reproduire ce qui a été dit dans la section B.1
pour justifier les régles de FEYNMAN du nouveau formalisme : on écrit chaque
objet du membre de droite de I'équation (:27) en fonction de ses contreparties
du nouveau formalisme. Cette procédure fonctionnait parce que les matrices
U se compensent par paires UU ! lorsqu’on relie les propagateurs aux vertex.
Pour qu’on puisse encore 'utiliser ici, il suffit de définir les propagateurs reliant
un vertex souligné et un vertex non souligné de la méme facon qu’on a défini les
propagateurs ordinaires. Ainsi, nous sommes naturellement conduits & poser

GEY ()= Y UNRUT(-R)GL (k) (4.28-a)
{a,b=1,2}

G (k)= Y UNURUTN(-RGL () (4.28-)
{a,b=1,2}

Gk = D0 UXURUT (k)G (k) (4.28-c)
{a,b=1,2}
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= Y UNURUYY(—K)GL(E) . (4.28-d)

{a,b=1,2}

Il faut définir de méme les vertex soulignés du nouveau formalisme en fonction
des vertex soulignés de I'ancien :

NMYZ (k) ko ks) = Y V)V (k) V% (k) A
{a=1,2}

= 2NV (ky ko k3) (4.29)

ou la matrice V est celle qui a été définie par la relation (B:43). Compte tenu

de ce qui a été dit plus haut sur la fagon de justifier les nouvelles regles de
FEYNMAN, il est ensuite immédiat d’obtenir I’analogue de la relation (E11]),
sous la forme

. ‘ 1 {X1‘51}{V},7}
R D S
{Vj} (si=£,rj=%)

ou la premiere somme parcourt tous les types possibles pour les vertex internes,
et la deuxiéme somme toutes les facons de souligner les vertex internes et ex-
ternes, excepté deux d’entre elles. Les fonctions G~ du second membre sont
calculées avec les objets que nous venons de définir.

A partir de 1a, on peut se demander si I'on peut aller plus loin, que ce soit
dans la direction empruntée par KOBES et SEMENOFF ou par BEDAQUE et al.
En fait, comme la méthode de KOBES et SEMENOFF ne s’applique qu’a des
fonctions de GREEN du formalisme a temps réel dont les points externes sont
de type 1, et que le passage au nouveau formalisme implique une matrice U (k)
qui en général n’est pas diagonale, il semble a priori impossible de suivre cette
voie la. Il reste donc la possibilité de montrer que la somme sur les fagons de
souligner les vertex se réduit en fait a une somme sur les seules coupures au
travers du diagramme. A cet effet, commencons par donner 'expression dans le
nouveau formalisme des relations (B.27). I est immédiat d’obtenirf]

S Y I COTJW (k) | GOV ({ki}) =0, (4.31-a)
{Yi=a,a} [ {b:=1,2} {ilb;=2} i=1

> | X I alte IOk | G (Akih) =0,
(Yi=a,a} | {b:i=1,2} {i[bi=2} i=1

(4.31-b)

ol « et & désignent les deux valeurs possibles prises par les indices Y;. Encore
une fois, seule la seconde de ces relations est reliée & KMS.

5Les signes associés & chaque b; = 2 disparaissent si on travaille avec des fonctions de
GREEN qui incluent ces signes dans leur définition, comme c’est en principe le cas pour les
fonctions de vertex.
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Ces deux relations sont tout ce dont on a besoin pour prouver la compen-
sation des configurations de vertex soulignés qui ne correspondent pas a des
coupures. Commencons par considérer la configuration (a) de la figure .2 dans
le nouveau formalisme. Elle conduit & un terme proportionnel a la quantité

P (k) = Z p{Yi}({ki})Hg§Xi(ki)

{Yi=a,a} i=1
= > II e?w) I G?(ki)f[UX'ﬂi(ki)
{a;=1,2} {i|la;=1} {a;=2} i=1

< > f[(UW’iYi(—ki) I ({k}) =0, (4.32)

(Yi—a,a} | {bi=1,2} i=1
a cause de (f:3T-a). La deuxiéme configuration de la figure .2 donne quant &
elle

n

PN = 3 Tk [[ 65 (k)

{Yi=a,a} i=1
= Y ﬁGgl(ki)UXiai(ki)
{a;=1,2}i=1
<Y | S TT et [ k) T (]
{Yi=a,a} | {b;=1,2} {i|b;=2} i=1
=0, (4.33)

grace & (231-b). La nullité de ces deux quantités implique donc que seules les
configurations qui correspondent & des coupures ont & étre prises en compte, ce
qui permet d’écrire

1

Im(iG{Xi}({ki})):—iz S gt (4.34)

{VJ } coupures

4.6 Le cas particulier du formalisme R/A

Je vais maintenant étre plus spécifique, et me limiter au formalisme retardé-
avancé, en raison de 'usage fréquent que j’en ferai par la suite. En appliquant
les relations précédentes, on trouve que I’analogue de (E:10) est donné par

ny(k):( 0 AA(k)> 7

A
Ggy(k):( 8 AA(k)—AR(k))7
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0 0
ng(k):( A(k) = A, (k) o) :
G¥(k):< _A(i<k) _Ag(k)> : (4.35)

Concernant les vertex soulignés, ils sont simplement opposés aux vertex non
soulignés portant le méme jeu d’indices, qui sont donnés par les relations (B:51).
La particularité qui rend les regles de coupure du formalisme retardé-avancé
tres efficaces réside dans les nombreux zéros qui apparaissent dans les matrices
propagateurs reliant les vertex soulignés aux vertex non soulignés. Cela implique
que dans la formule (f:34), de nombreux termes de la somme sur les types des
vertex V; sont nuls. Les vertex restent quant & eux relativement simples.

On peut méme en déduire un jeu de regles supplémentaires dans le cas
fréquent ol on doit calculer la partie imaginaire d’une fonction a deux points.
Tous les résultats qui vont suivre découlent simplement des zéros contenus dans
les propagateurs précédents, et s’obtiennent plus facilement si 'on utilise le
concept de “flot de €” introduit par GUERIN dans [49].

e [’ensemble connexe des vertex non soulignés doit étre relié a la ligne externe a
laquelle est attachée I'indice R (par laquelle le flot de € entre dans le diagramme,
selon la sémantique de [@9]).

e Chaque coupure divise le diagramme en deux amplitudes, I'une d’entre elles
étant du type AR--- R, et 'autre du type RA--- A. Ce résultat a en fait déja
été obtenu dans [A4], par une approche différente. De telles amplitudes sont des
prol