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Goal:	  	  	  Interpola<on	  of	  sca>ering	  amplitudes	  in	  	  
N	  =	  4	  SYM	  theory	  from	  weak	  to	  strong	  coupling	  	  	  

Only	  remainder	  func/on	  	  Rn	  =	  Rn	  (u)	  remains	  to	  be	  found	  	  	  
cross	  ra/os	  

1.	  From	  successful	  interpola/on	  of	  	  anomalous	  dimensions	  

→	  String	  theory	  in	  AdS	  can	  provide	  decisive	  input	  	  	  	  

BFKL,BKP	  integrability	  S/ll	  very	  interes/ng:	  physically	  	  relevant,	  	  
global	  informa/on,	  boundary	  data	  [→	  Dixon’s	  talk]	  	  

2.	  In	  perturba/ve	  N	  =	  4	  SYM	  amplitudes	  simplify	  in	  HE	  limit	  	  	  

→	  Understand	  R	  in	  HE	  limit	  within	  string	  theory	  on	  AdS	  



Main	  Insight:	  HE	  limit	  of	  remainder	  R	  at	  	  a	  =	  ∞	  	  is	  

determined	  by	  	  IR	  limit	  of	  1D	  q-‐integrable	  system	  	  	  
Simplifica/on:	  TBA	  integral	  eqs	  !	  algebraic	  BA	  eqs	  

n	  =	  6:	  [Bartels,Kotanski,VS]	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  n	  >	  6:	  [Bartels,VS,Sprenger]	  	  	  

Exploit	  this	  insight	  to	  compute	  remainder	  fct	  	  R∞	  	  in	  HE	  limit	  

n	  =	  6	  

n	  =	  7	  	  

↔	  [Bartels,Kormilitzin,Lipatov,	  Prygarin]	  	  ;	  	  [Golden,Spradlin]	  

[Bartels,Kotanski,VS,Sprenger]	  

[Bartels,VS,Sprenger]	  



1.	  Mul/-‐Regge	  kinema/cs	  &	  regions	  	  

2.	  The	  remainder	  func/on	  R	  in	  MRL	  	  
3.	  MRL	  of	  Thermodynamic	  Bubble	  Ansatz	  	  	  
4.	  Results	  for	  n	  =	  6,7	  gluons	  	  	  

5.	  Conclusions	  and	  outlook	  	  

Based	  on	  work	  with	  Jochen	  Bartels,	  (Jan	  Kotanski),	  Mar/n	  Sprenger	  

arXiv:1009.3938,arXiv:1207.4204,arXiv:1311.1512,arXiv:1405.3658	  	  

and	  on	  discussions	  with	  Yasuyuki	  Hatsuda,	  Andrey	  Kormilitzin	  	  

	  	  	  brief	  review	  	  	  	  	  

=	  Bethe	  Ansatz	  





Is	  	  the	  limit	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  such	  that	  	  	  

remain	  finite	  	  

u1	   u2	   u3	  

In	  terms	  of	  3n-‐15	  cross	  ra/os:	  

-‐	  



BDS	  formula	  produces	  correct	  MRL	  in	  Eucl.	  region	  	  	  

Mul/-‐Regge	  regions	  are	  labeled	  by	  	  

Upon	  analy/c	  con/nua/on	  to	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ,	  u1σ	  winds	  

around	  u1σ	  =	  1	  	  →	  	  R	  may	  pick	  up	  cut	  contribu/ons	  



Cut	  	  contribu/ons	  	  are	  labeled	  by	  	  

BFKL	  eigenvalue	  

Impact	  factors	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  produc/on	  ver/ces	  	  



ωp(ν,n)	  	  	  ~	  lowest	  Eigenvalue	  of	  BFKL/BKP	  Hamiltonian	  	  

on	  open	  SL(2)	  spin	  chain	  of	  length	  p	  	  in	  SL(2)	  	  rep	  	  (ν,n)	  	  	  	  

ω2	  up	  to	  	  N2LLA	  	  	  

Hamiltonian	  known	  in	  NLLA	  for	  p	  >	  2	   [Bartels,Lipatov,Fadin,Vacca]	  

Simplest	  	  impact	  factors	  &	  produc/on	  ver/ces	  in	  LLA	  

[Bartels,Kormilitzin,	  

	  	  Lipatov,	  Prygarin]	  

[Fadin,Lipatov]	  .	  [Dixon,Drummond,Duhr,Pennington]	  

[Bartels,Lipatov,	  
Sabio-‐Vera]	  

N3:[Dixon	  et	  al.]	  

Sufficient	  to	  construct	  MRL	  of	  R	  in	  all	  regions,	  n=6,7	  



In	  general	  several	  cuts	  P	  may	  contribute	  to	  one	  region	  ρ	  	  	  
P	  =	  (2,2)	  

need	  to	  construct	  case	  by	  case	  

Cut	  (and	  pole)	  contribu/ons	  used	  to	  build	  Remainder	  	  
e.g.	  

Similarly,	  	  for	  n=7:	  
[Bartels,Kormilitzin,	  

	  	  Lipatov,	  Prygarin]	  

Consistency	  of	  amplitude	  imposes	  strong	  constraints	  	  
New	  (almost	  Feynman	  free)	  computa/onal	  technique	  	   [Bartels	  ..]	  

[Fadin,Lipatov]	  [Bartels,Lipatov,Sabio	  Vera]	  

↔[Caron-‐Huot]	  





Solve	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  for	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  and	  determine	  	  

[Alday,Gaiouo,	  Maldacena][Alday,Maldacena,Sever,Vieira]	  

`par/cle	  densi/es’	  	  

rapidity	  

R	  =	  free	  energy	  of	  1D	  quantum	  system	  involving	  3n-‐15	  	  	  

par/cles	  	  [mA,CA]	  	  with	  integrable	  interac/on	  [KAB	  ↔	  SAB]	  	  

complex	  masses	   chemical	  	  poten/als	  

Compute	  

1	  

2	  

3	  



Rough	  idea:	  Cross	  ra/os	  assume	  MRL	  values	  u1→	  1;u2,u3	  →	  0	  	  	  	  	  

↔	  	  	  	  	  	  YA	  →	  0	  	  	  using	  	  that	  	  	  

Remainder	  func/on	  	  vanishes	  in	  MRL	  	  

gauge	  theory	   1D	  quantum	  system	  	  

[Bartels,	  VS,	  Sprenger]	  	  Mul/-‐Regge	  regime	  reached	  when	  	  

while	  keeping	  	  	  	  	  	  	  	  	  and	  	   fixed	  	  

4D	  MRL	  =	  2D	  IR	  	  	  	  

vacuum	  energy	  vanishes	  for	  infinite	  masses	  

ln	  YA	  =	  	  



Upon	  analy/c	  con/nua/on	  of	  	  system	  parameters,	  one	  	  

may	  create	  excita/ons	  	  ←	  sols.	  of	  Y(θ)	  =	  -‐	  1	  	  crossing	  contour	  	  

[Dorey,Tateo]	  

Upon	  analy/c	  con/nua/on	  of	  the	  kinema/c	  invariants,	  	  

one	  may	  pick	  up	  cut	  contribu/ons	  	  

compare	  

In	  MRL	  (	  1D	  low	  energy	  limit	  ),	  excita/ons	  contribute	  a	  	  

sum	  of	  bare	  energies	  to	  remainder	  R	  (	  ↔	  free	  energy	  )	  	  

←	  s.	  above	  

gauge	  theory	   1D	  quantum	  system	  	  



In	  MRL:	  TBA	  →	  BA	  for	  rapidi/es	  θ	  of	  bare	  excita/ons	  

From	  solu/on	  of	  	  BA	  	  equa/ons	  	  compute	  the	  energy	  	  

Solve	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  for	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  &	  compute	  	  R	  	  

with	  

3	  

2	  

1	  



Relevant	  BA	  solu/on	  for	  region	  ρ	  =	  (-‐	  +	  -‐)	  	  

has	   Input	  from	  numerics	  

Symmetry	  =>	  	  

BA	  for	  θ*	   =>	  

Note:	  Difference	  with	  Amplitudes	  2013	  

~	  



Varia/on	  of	  system	  parameters	  m,C	  to	  reach	  ρ	  =	  (-‐	  +	  -‐)	  	  

m	   C	  

Movement	  of	  solu/ons	  for	  Y3(θ)=	  -‐1	  and	  Y2(θ)	  =	  -‐1	  along	  path	  

Y3	   Y2	  

Θ*	  



Consistent	  with	  factoriza/on	  in	  N=4	  SYM!	  	  

Now	  computed	  for	  three	  of	  four	  non-‐trivial	  regions	  	  

expressed	  through	  	   same	  as	  in	  n=6	  



Varia/on	  of	  system	  parameters	  m,C	  to	  reach	  ρ	  =	  (-‐	  ++	  -‐)	  	  

m1	  =	  m2	   C1	  =	  -‐C2	  

Movement	  of	  solu/ons	  for	  Y12(θ)=	  -‐1	  along	  path	  (sim	  for	  Y31)	  

Y12	  

Θ*	  



Case	  n	  =	  8	  	  ?	  	  Weak	  coupling:	  work	  in	  progress	  

At	  strong	  coupling:	  New	  number	  e3	  should	  appear!	  

Interpola/on	  between	  weak	  and	  strong	  coupling	  ?	  

Rn
	  simplifies	  in	  MRL	  at	  weak	  	  and	  at	  strong	  coupling	  	  

Strong	  coupling	  simplifica/ons	  possess	  nice	  physics	  	  

interpreta/on:	  MRL	  =	  IR	  limit	  of	  TBA	  

Fourth	  region	  for	  n	  =	  7	  ?	  	  	  Several	  cuts	  P	  contribute	  ?	  

[Bartels	  et	  al.]	  

Rela/on	  between	  MRL	  and	  OPE	  &	  collinear	  limit	  ?	  	  

[Basso	  ,	  
Caron-‐Huot.Ssver]	  

↔	  ω3	  

[Hatsuda]	  
→	  Basso’s	  talk	  



School on Integrability & quantum groups 

B.	  Basso	  	  
Z.	  Bajnok	  	  

V.	  Bazhanov	  
A.	  Bissi	  	  

A.	  Cavaglia	  	  
D.	  Dorigoni	  	  

S.	  Frolov	  	  
A.	  Goncharov	  

N.	  Gromov	  	  
S.	  Komatsu	  

G.	  Korchemsky	  	  
L.	  Lipatov	  

J.-‐M.	  Maillet	  
N.	  Nekrasov	  	  
S.	  Pasque�	  
L.	  Rastelli	  	  
A.Sever	  	  

A.	  Sfondrini	  	  
B.	  Vicedo	  

M.	  Yamazaki	  


