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Plan du cours 1
• Eléments de Relativité 

Générale 
- le principe d’équivalence

- métrique et courbure

- équations d’Einstein

• La métrique de FRW
- Le Principe Cosmologique

- l’expansion de l’univers

- Les paramètres cosmologiques

• Observer les grandes 
structures de l’Univers
- compter des galaxies

- “voir” des photons

• Eléments de statistique
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Quelle métrique pour l’univers ?

L’univers est localement plat ?
Plan

A1689





























Observer l’univers 
extragalactique

• Compter des galaxies

• mesurer des spectres

• Faire des images
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Plan du cours II

• Quelles fluctuations de métrique ?
- décomposition Scalaires, Vecteur, 

tenseurs
- Modes de jauge

• Equations d’Einstein
- Modes adiabatiques, isocourbes...

• Eléments de statistique 



Quelles fluctuations de métrique











Degrés de liberté de jauge ?









tensorielles

vectorielles

scalaires



Evolution des fluctuations
• Echelles “sub ou super-horizon”
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Plan du cours III

• Inflation, paradigme et prédiction, I
- nécessité d’une phase inflationnaire
- Quelle quantité d’inflation ?
- La phase d’expansion accélérée et le régime de 

“roulement lent”
- action de Mukhanov et quantification des champs
- description des résultat, “transition quantique 

classique”



Pourquoi une phase 
inflationnaire ?

• Problème de la platitude

• absence de reliques indésirables

• problème de l’horizon

Les problèmes d’une cosmologie standard :



Univers plat, une coïncidence ou le résultat 
d’une évolution dynamique ?



La solution du problème de l’horizon : une 
phase inflationnaire



L’inflation
• Définition “faible”

Une phase pendant laquelle

et donc quand



Combien d’inflation ?





Potentiel quadratique



Potentiel quartique









Les fluctuations du champ



ou encore





Limite superhorizon



Au delà de la limite Slow-Roll





, calcul du spectre
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Plan du cours IV

• Inflation, paradigme et prédictions, II
- Prédictions sur les fluctuations scalaires et 

tensorielles
- relations entre indices spectraux
- Conséquences sur le fond diffus cosmologique
- contraintes observationnelles, discussion



Rappel : fluctuations scalaires induites en inflation





Cas des potentiels quadratiques et quartiques

On peut facilement montrer 
que pour un potentiel 

quadratique on a :
ns = 1− 2

Ne

Pour un potentiel quartique 
on a :

ns = 1− 3
Ne







De l’inflation aux grandes 
structures et aux anisotropies et 

polarisation du CMB

Quels modèles d’inflations ?











Calcul des fonctions de 
transfert



Les photons
Distribution de corps noir :

Evolution géodésique :

Couplage avec la matière

si θest la fluctuation locale de température



Décomposition multipolaire

Valable pour un mode donné

Equation de la hiérarchie

variation de la profondeur optique

... mais on a oublié la polarisation



La matière
Pas de pression, donc il suffit d’avoir les équations de conservation de l’énergie et de l’impulsion

matière noire (sans interaction)

matière baryonique



Evolution des fluctuations

Le contraste de densité du plasma photons + baryons en couplage fort

Le contraste de densité de la matière noire

δc ∼ log(a)



Evolution des contrastes de densité

 ... de l’importance de la matière noire





Les ondes gravitationnelles



A l’intérieur de la surface de 
dernière diffusion

une nouvelle hiérarchie.



La polarisation, modes E et B



Modes scalaires sur la 
sphère céleste

Superposition d’harmoniques 
sphériques à m=0

Q=0 et B=0

Modes tenseurs sur la 
sphère céleste







Etat de l’art : WMAP 3 ans



Contenu en matière de
 l’univers

Contraintes sur les 
modèles 

d’inflation
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Plan du cours V

• Modèles inflationnaires
- A grande valeur du champ et à petite valeur du 

champ
- inflation hybride
- Inflation F et D term en SUSY
- autres...

• La fin de l’inflation, reheating et preheating
• Vers une théorie des perturbations quantiques



Quel(s) modèle(s) pour 
l’inflation ?



Modèles d’inflation : une première 
classification 

A grande valeur du champ

A petite valeur du champ

η = −m2M2
pl

V0

Ne =
∆ log ϕ

η

ε =
η2ϕ2

M2
pl

1983



1994









1994





1996



Inflation DBI
Lagrangien motivé par les théorie de cosmologie branaire. 
L’inflaton, identifié comme la distance inter brane, obéirait 
alors à l’action de Dirac-Born-Infeld

avec typiquement

ici

L’inflation a lieu quand                 tend vers 0.

A. Silverstein et D. Tong 2004



Inflations multi-champ...
 Multiple field inflation

 Curvaton

 Modulated inflation

...

Cela implique que la présence de fluctuations isocourbes



Modulated inflation in Sugra hybrid D-term inflation

Susy

Super-gravité

modulation de g, pas de 

FB, Kofman, Uzan, 2004 



Deux champs massifs de masses 
différentes



La fin de l’inflation



Kolb Turner, 1990



1994







Carte d’instabilité de 
Mathieu





Vers une théorie des 
perturbations 

quantiques

Peut-on “voir” les différents opérateurs du 
Lagrangien ?
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Plan du cours VI

• Au delà du régime linéaire
- Les différents régimes
- couplages de modes dans l’univers local

• couplage de modes en inflation générique
• modèles d’inflation non standard



• Les différents régimes, les observations

ka(t)

horizon crossing

Surface de dernière diffusion 

Inflation

RD

MD



Rappel : corrélateurs en théorie quantique des champs

Termes à l’ordre des arbres en présence d’un potentiel avec termes 
cubiques et quartiques



Mécanique Classique : développement des corrélations de grand 
ordre

φ(n) =
∫ t0

ti

dt G(t, t0) S(n)
(
φ(1), . . . , φ(2)

)
D[φ(t)] = S(φ)Equation du mouvement

Elle peut être résolue ordre par ordre

Les cumulants sont obtenues par développement du champ

〈Φ1Φ2 . . . 〉c =
〈(

Φ(1)
1 + Φ(2)

1 + . . .
) (

Φ(1)
2 + Φ(2)

2 + . . .
)

. . .
〉

c

que l’on peut redévelopper...

Termes à l’ordre des arbres en présence d’un potentiel avec termes 
cubiques et quartique, pour des conditions initiales Gaussiennes

fonction de Green



arXiv:0712.1148v2, Yadav et Wandelt



Couplage de modes 
dans le régime 

Newtonien



Equation du mouvement pour une particule







Solutions à l’ordre linéaire



Au delà du régime linéaire







Conséquences observationnelles : le bispectre





Couplages de modes 
dans l’univers primordial



NG primordiales en inflation standard
Maldacena 2002

La forme générale de l’action est la suivante (pour un couplage minimal)



Choix de jauge

Action à l’ordre 2



Action à l’ordre 3

ou encore...



La fonction à trois points résultante

Note

ζ(2)
!k
∼ ε ζ(1)

!k1
ζ(1)
!k2



Conséquences :

• Non-Gaussianités attendues en inflation 
standard sont très faibles

• Il est nécessaire de faire le calcul complet 
des NG pendant la phase de recombinaison

• Amplitude des NG attendues : Φ ~ Φ^2 au 
moins



Inflations multi-champ
conséquences possibles de l’existence de 

fluctuations isocourbes

Transfert de modes ?

• pendant la phase inflationnaire

• à la fin de la phase inflationnaire

• après la phase inflationnaire



Transfert de modes pendant la phase 
inflationnaire : image des univers 

séparés



Focusing of the
 classical trajectories if  > 0

Horizon crossing

Active quantum
 fluctuations

End of inflation

€ 

χ

€ 

φ

ou encore à la fin de 
l’inflation...



Après la phase inflationnaire : le 
curvaton

Univers séparés



Un modèle explicite 
d’inflation multichamp

Brunier, FB ‘07



Inflation with global susy : F- and D-
term hybrid models

• SUSY model from F-term (Dvali, Shafi Schaefer ‘94)

• SUSY model from D-term with nonzero g and ξ (Binétruy
et Dvali ‘96)

  

€ 

W = λSΦ+Φ−

Dimensionless 
       parameter

Superpotential: 

Chiral superfield 
with no charge

Superfields with charges
 +1 and -1

mass parameter

Superpotential: 

Chiral superfields

    

€ 

W = −λµ2S + λSΦ+Φ−

Dimensionless 
       parameter



More fields in the superpotential…

    

€ 

W = −µi
2Si + ν iSi

3 + λj αiSi( ) Φ jΦj( )
• What is happening if field content is extended ?

                with only cubic terms
• Interesting cases are (in context of D-term inflation)

–  curvaton model
–  multiple-field inflation    

€ 

W = ν iSi
3 + λ αiSi( )Φ Φ

    

€ 

W = λSΦ Φ+ µ2C



The resulting  effective potential

• Model: 2-field inflation,
ν1 ≈ 0, ν2 «1 (and ν2 » λ2 )

• the effective potential is then the
following,



We are left with a model of the form (FB & Uzan ’03)

The inflaton A light transverse field

A massive transverse
field that eventually
undergoes a phase
transition

Inflationary period stops
at a time that depends on
both the  and  values

  

€ 

V φ( )

Focusing of the
 classical trajectories if  > 0

Horizon crossing

Active quantum
 fluctuations

End of inflation

€ 

χ

€ 

φ



Mode transfers,      formalism

Standard adiabatic
fluctuations

Transfer of 
isocurvature modes 

•  At linear order:

evolution of statistical
properties of these modes ?



Finite volume effect: an effective
potential

• Super-Hubble modes cannot be observed =
extra parameters

•  From Fokker-Planck equation,



The three- and four-point functions



Consequences : Bispectrum and trispectrum

This is to be contrasted
with generic inflation : fNL
is of order unity˜ 10-4

• Definition :

•

•



Conséquences observationnelles



Exclusion diagrams (FB, Brunier ‘07)

WMAP (bispectrum)

θ = π/4 θ = 0.1

Generic
value for χ

(Kogo, Komatsu ‘06)
Planck

Contraintes observationnelles
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