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Univers homogéne, univers inhomogéene

La meétrique de Friedmann-Robertson-Walker. Introduction a la notion
de distances et d’horizons. Inhomogénéités de 'espace temps. Relations
entre métrique et quantités observables. Outils statistiques : fonctions de
corrélations et spectres de puissance.

Le développement des instabilités gravitationnelles

Identification des modes propres d'instabilite. Decomposition Scalaire-
Vecteur-Tenseur et identification des modes de jauge. Ewvolutions sub- et
super-Hubble. Modes adiabatiques et modes 1socourbes.

L'inflation, paradigme et prédictions I
La nécessité d'une phase inflationnaire. Quelle quantité d'inflation 7 Forme
de Mukhanov de I'action et quantification des champs. Transition quantique-

classique. Spectres de puissance induits.

L’inflation, paradigme et prédictions II
Ondes gravitationnelles. Relations entre indices spectraux. Consequences
sur le fond diffus cosmologigue.

Modeéles inflationnaires
Inflation a un champ, chaotique, en loi de puissance. Modeéles hybrides,
modeles construits a partir des théories supersymeétrigues. Inflation multi-

champ. Action de Dirac-Born-Infeld.

Au dela du régime linéaire, 'univers primordial, I'univers local
Couplages de modes dans 'univers local. Couplages de modes pendant la
phase inflationnaire. Prédictions de I'inflation standard.
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Elements de relativite generale

dr? %,

Le principe d’equivalence
ot dr est le temps propre de la particule?,
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A.3 Derivées covariantes

Le parametre de connexion affine est 'objet qui permet de construire un objet

tensoriel a partir de dérivées de tenseur en ajoutant les contre-termes nécessaires. La
dérivée covariante d'un tenseur va ainsi s'écrire en géneéral,
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et on peut vérifier qu'on a bien la un tenseur!



Deérivee covariante le long d’'une courbe

DS, dS, 1o @
DT dr BA dr

So

Transport parallele (pour quantites conservees)

DS#E
—{)
Dr

Le resultat depend de la trajectoire

I, ALl — lransport parallele
le long d une courbe fermée d'un
vecteur partant de A (vecteur
en pointillés), allant en B et re-
venant ¢n A (veetcur on trait
plein). Sur un espace courbe
s attemd A wvoir nne  dilbe-
rcnce entre la valcur du wvee
teur a 'arrivee et celle au d&
part (om pent s’'en facilement
convainere on falsant cot cxor
cice sur une sphére). Le caleul
s¢ tait en décomposant la sur-
fnce inscritc dans la courbe for
mée par des contours infinicésk
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— Le tenseur de courbure apparait aussi naturellement quand on considere le
comportement de deux géodésiques proches. Considérons donc deux particules
se déplacant sur les trajectoires z*(7) et =¥ = z* + dx*. Les équations du
mouvement sont chacune données par,

dﬂp. dIHd_'ITJ"
0 ~ +T% ()

A.34
dr dr ( )

dr" dz?
0D = S A35
dr dr’ ( )

ce qui donne en prenant leur différence au premier ordre en dzx,

d2sz*  are dz¥ dz? dz¥ dér*
D= A §xf — —— + 2T
dr2 + P * dr dr W dr dr

On peut reecrire plus simp]ement cette equation,

dz* dz”
ﬁ.r* B* &Y A 3T
D72 W Ay ( )

ou D est la dérivée covariante le long de la géodésique. Cette relation est

(A.36)

I'équation de la déviation géodésique. Elle montre que le mouvement relatif
de deux particules proches en chute libre révele des propriétés de la métrique
dans laquelle ces particules évoluent. Ce sera le cas en particulier pour des
photons. Un faisceaun lumineux se propageant en espace courbe subira donc
une deformation. C'est le phénomene de lentille gravitationnelle.




Elements de relativite generale :
équations d’Einstein

La construction des équations de la gravitation d Einstein repose alors sur 'hy-
pothése que ces équations doivent prendre la forme,

G ——Be T (A.50)

généralisant les équations de Newton de champ faible”, Aggg = —87GTpo, voir para-
graphe smivant.

Le tenseur G, est completement déterminé s1 on s'impose qu’il ne contienne que
des termes avec deux et exactement deux dérivées par rapport a la métrigue. Cela
découle des propriétés du tenseur de courbure et on a nécessairement G, = R, —
1/2gu, R. L'élégance demanderait d’en rester la. Malheureusement les observations
s'obstinent a nous dire qu'il existe une constante cosmologique, alors suivons Einstein
qui, pour d'autres raisons, autorise Gy, a avoir des derivees d'ordre moindre par
rapport a la meétrique. Dans ce cas un seul autre terme est possible, la métrique
elle-méme, et les équations d’Einstein prennent alors la forme générale,

1

Ry — 59uwR — Mgy = —87 G Ty, (A.54)

o1 A est une nouvelle constante de la nature®.
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Principe Cosmologique

® [‘univers est homogéne et isotrope a

grande échelle
Comptage de ga[axles

Comptage de gala}:les en radio

The APM Galixy Sun'qr
Wl ar ol

COBE DMRA Microwave Sky al 53 GHz

Comptage de
photons en radio
(millimetre)




La metrique de FRWY

2.2.2 Eléments de relativité générale et métrique de Friedmann-

Robertson-Walker

Dans le cadre de la relativité génerale le principe cosmologique détermine une
forme générale de la métrique. La dérivation de cette forme est faite en détail dans le
livre de S. Weinberg [267] et n’est pas reprise dans cet ouvrage®. La forme générale de
la métrique qui répond a ces conditions est donnée par la meétrique dite de Friedmann-

Robertson-Walker (FRW),
2

1— K x2

ds® = —dt® + d*(t) [

+ z2d#* + z° sin® Hdrpﬂ (2.11)

ou K est une constante. 51 K est nul la partie spatiale de la métrique est plate. Sinon
la courbure spatiale est non nulle. Il existe bien siir d’autres représentations de cette
meétrique. Par exemple on la rencontre souvent sous la forme,

ds? = —dt? + a®(t) [dx® + Sik (x) (d6® + sin? 6de? ) | (2.12)

avec Sig(y) = K2 sin(K'/%y), x, |K|7'/? sinh(|K'|'/?x) selon que K est respective-
ment plus grand, égal ou plus petit que 0. On verra dans la suite une interprétation




Metrique de FRWV-Lemaitre

Universe wilh posdve Universe with segafiee curvalure
curvature. Diverging line Lines diverge a ever increasing angles.

cormerge st grest distances Triangle angles add 1o less than 180°
Triangie angles add to more

Universe vath no curvature. Lines diverge al
constant angle Triangke angles add 1o 180°




Observateur Emetteur

Le facteur alt) est le facteur d'expansion.
| 'mastemon d'nn foctour d'evpansion va avoir des conscaqneners dirnetes sar 'nheer
vabion d'obgels lowtaies, Doagioons amer go'on delecte 8 un mstaol foown syl
luminens émis {dizons d'une galaxie distante) & un instant . Appelons 7y la coor-
donmie radiinle = de o goleoe dmektriee an moment de Pemission. Ko savant ame
reodesique le long d'une trajectoire df de U on relie de maniere fonctionnells ¢4
a x1. En effet la geodesique smvi par un photon venbe d= F ce qui condwt &

dx?

2 1,2 2.
codtt —a |~I]m — (. {2.13:

Il en résnlte que,

CINIF 1" thr
— = —_— 2.11)
i alt) -[ﬂ' v1l— Azt 'l

5i la galaxie émettrice est immobile®, z; est indépendant du temps, alors deux évé-

nerments separés par un intervalle de temps 4f; au moment de 1'émission sont sépares
d'an wilvrvalle de lewps Sty & 1o réceplion avec,
bty Wt

altu)  alt:)’

(2.15)

cnquiimphone qgue les lompnenrs o ‘'onde Slectromapnciiques Ay et Ag somn rehifes par,

Ag - a-:l.‘n:l (215"
(= KT

A alt)

Ce rapport est précsement le redshift des objets. Il s'interprete donc simplement
commme e rapport dv factemr d 'expansion cntre I mement de Péemission of o min
el de la réveplion, Celle ideulibealion el d'anllewrs mdépendante de 1o furme
fonctionpelle de a(t), done indépendante des parametres cosmologiques,

14 2t8) ”j[tzl—'. (2.17)




L'expansion de l'univers
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2.2.3 Les équations de Friedmann

Les équations de Friedmann s’obtiennent par 'écriture des équations d’Einstein
pour la metrique de Friedmann-Robertson-Walker. Je renvoie a "'appendice A pour

une presentation des éléments de base de relativité pénérale. Le tenseur de Ricei pour
la metrique FRW se calcule sans dificulte particuliere. Ses composantes non nulles
sont,

3 W o ol i K &% @&
Rm:;’ Figy = — (?”—E-I— Ju_3+ r) gi;. R = —ﬁ(”?—i—u—:,-l— ;)
Les equations d'Einstein relient le tenseur de Ricel au tenseur énergie-impulsion du
flmde cosmologique. Pour un umivers homogene et 1sotrope le flinde cosmologique est
caractérise uniquement par une densité d’énergie, p, et par une pression isotrope, .
Les composantes non-nulles du tenseur eénergle-impulsion sont alors,

Tho = —pgoo, Ti; = P gy- (2.20)
I.'éenture des equations d'Fanstein donne alors respectivement, ponr les compo-

santes (0.0) et les composantes spatiales,

A .
o PR 2.21
e 3 Pt (2.21)
-ﬂ
i B T Y (2.22)

-1'1-E il

En combmant ces deux equations on retrouve hen sur la premiere equation de Fried-

mant,

N e
=~ =——"(p+3P)+

(2.23)

3



Fig. 2.2 — Evolution du fac-
teur d’expansion pour diffé-
rentes cosmologies. Les valeurs
du facteur d'expansion ct des

origines des temps ont été choi-
sies pour faire coincider la va-
leur de la constante de Hubble
a l'épogque préseote, La lLpoe
continue corrcspond a un um
vers Finstemn-de Sitter, les tirets
longs correspondent au cas d’un
univers plat aveec Q) — 0.3 et
O = 0.7, les tirets courts &
un univers ouvert O _ (.3
sans constante cosmologique et
les pointillés 4 un univers fermé
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Les solutions explicites décrivant le comportement du facteur d’expansion en I'ab-
sence de constante cosmologique sont bien connues. Elles sont rappelées ici.
— 8l pratisre = Pe donc K =0, a(t) ~ /3.
— 81 prootises = O done K > 0 on peut facilement montrer que la solution prend
la forme”

&uﬂﬂ
2(Qp — 1)
(2

Hyt = TR [0 — sin(0)]; (2.29)

a(t) [1 — cos(B)]; (2.28)

— 81 Pmatisre < Pec donc K < 0 on passe a des fonctions hyperboliques en faisant

6 — 11).

Fic. 23 - Comportement des

parometres  cosmologiques
hinids D0 el Dy ponre dilférenies

cosmologies. Les tirete corres-
pondent an cas d un umvers plat
avec QW — 03 et OV — 0.7,
les tirets longs donnant le com-
perriernent de Q) les conrds de
i1,. Les pointilles correspondent
au comportement de {2, pour
un modele ouvert sans constante

001 003 01 03

a(t) ' ) cosmologique avee QU = 0.3

Landis que le Lrail conling cor-
respond a un univers fermé avec

o _ 2,




Fic. 24 — Comportement des
parametres cosmologiques ré-
duits €2, et 2y pour différentes
cosmologies dans le plan (1, —
(l1y. Le point Einstein-de Sit-
ter apparait clairement instable
tandis que le point 2, = 1,
(1, = 0 est un attracteur. Les
traits fins donnent les lignes
d’age constant de 'nnivers de

8, 0. 10, 135 et 17 milliard

d’années respectivement en par-
tant du bas a droite. La zone

noire correspond a un age in-
fini, e.g. a une absence de big-
bang. Ce diagramme est a rap-
procher de la planche 9.7 qm
montre les contraintes observa-
tionnelles dans ce meme plan.
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La distanee angnlaire.

L'idee est d associer une distance I a la taille angulaire ¢ avec laquelle serait
pergu dun objet de taille propre d. Chuand cet angle est petit cela revient a ecrire
yue

i (2.335)

Si on ecrit ds° 0 pour la distance transversale d'un objet. donc & x; fixe, on a
dt  alfy)xilty) f d’apres la forme de la metngue. On a donc simplement

Dt ) =alt ) () EES)
Il reste & obtenir une relation #(t), c'est & dire trouver la forme du come de lumiers

pas tanes los covrdonmées (L), Le poial de départ e=t Ueguation (2.141), Le tere
dr ganche do cetbe fquation pent Siee tétors.

cdt f l:ln‘.'l. 71 dz .
R S (2.37
/!: J"’ [u ag H ' Ir)

Chuont an terme de droite il admet nne sclution,

o dr | Lt el p
= ——Aresig(VE 51). (2.3
J VI—F2 YK A S

ot ArcSiy (K} est arcsin(K) si /U est positif, arcsinh (K) s1 K est négatif et ['identite
st A est pul. 11 wient alors,

i lz) T . Fudd P
'D{‘!} I.II:I.. ,.-— I".I:"'- 1;'} I!I:_.ﬂ Hfz":li- '-"'Hﬂl

ot Sl ) el s ) v B oesd posidil, sainlis) =50 B el ndpadal el Uilenlibd si K oasl ool
On retrouve 1ol les elements geometriques de la formulation (2,12) de la métrique,
Far exemple pour un Univers BEosten-de Sibter K =0 wl,

2 odz . * odz 2calz) -
D= .'-c;f - -.:f (1] &) M= T 18t ) 2] (2.40)
& ] o EuH L I' a 1I-|_|-H|_|' & E-JHL. [ £y £:| .




Horizon d'une particule

Lhorpeon une particule est deling conume la lrscbion Cumvers avec lagquelle noe
partirnle, nn nhservatenr. m pu etre en comtact cansal. On voit que clest ime notiom
plobale g converns ln structwee globale despace lemps de Punvers, Dans le cas
qui nous intéresse, le point de départ des caleuls est de nouvean 'équation (2.14)
L’horizon, ry, sera obtenu quand on fait tendre le temps d'émission vers ). On =
donc.

[E” L f . (2.44)
o Vi—ES hadl) )
Cetle wilcprale couverpe =1 le [acleur d'expansion oe croil pas loop vile a l'ongioe.
(e sera e cas dans nne coamolopie dite stendard, f'est a dire quand on admet que
Pumivers reste domne par le ravonoemenl avaul eguivalence, Dans celie Ly polliese,
la contnbution dominante a la veleur de ry sujourd’hm vient de 'ére de la matiere.

avec [Tyty — 2/3 cette expression peut se réferire,

2 TR
Tulto) = (uﬂ ) (2.46)

C'est |la distance comobile a notre propre horizon. Celle-ci est de 'ordre de 600
BT Mpe. Nobre hurseon, wais oo s en doutal, est un pelil peo plus loin gue la sudace

de dermiere ditffusion.

Cela étant | horizon croit avec le tempe. L'horizon d'objets distants est done plus
petit. La taille angulaire de ces honzons peut facilement etre calculée. Cuand celle-a
eat penite, elle est domnées par,

wprfis)
Diz)

Ans la Ledle anpulaire de Phorigon 'un powml de e swrelsce de decmere dillosion
s'ohtient facilement en remarquent que Dz, ) & Tz — oo) = zy(z =0) et dome

dirlz) — (2.47)

19
Birlz.) = (:—ﬂ) 5 0.03 = 2deg . (2.48)




#« Big-Bang »

Recombinaison
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Horizon a la
recombinaison

Fi1G. 2.6 — Construction géome-
trique donnant la taille angu-
laire de 'horizon de la surface
de derniere diffusion. La surface
de dermiere diffusion correspond
a l'interception de notre cone
de lumiére passé (lignes poin-
tillées) avec le moment de la re-
combinaison. La taille de 'hori-
zon correspond au rayon du cone
de lumiére futur (ligne en poin-
tillés longs) partant d'un hypo-
thétigue £ = 0 symboliqguement
presenté comme le "big-bang”.
La taille angulaire apparente de
I'horizon est de 'ordre de 2 deg.




Observer 'univers
extragalactique

® Compter des galaxies
® mesurer des spectres

® Faire des images




Les grandes structures
® Du CMB aux galaxies
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La propagation de photons en espace
. . a L[4}
faiblement inhomogene -

E . gi.w }'Hgﬂﬂ ﬁﬂlrn) ?GFE
dt (g Gt ) 0

ou I'on a doerit In geodesique par un porametre affine A de telle sorte que,

dx*

A

O a ainsi pour la composante 0,

dpf! m(laﬂuﬂ' ﬂmﬂ)ﬁ"ﬁ?

dt 200 8] pb

Apres quelgues Ligoes de caleals on &

ldp P dﬂ-l e
B ZErhie ) — PR b~
o FTh ( at o i u,“ % A + 2 ) -

cn a l'équation d'évolution de 1'impulsion,

1d tda d¥ 7
O BB 8 (5.54)

j,:-n:lt a df di a o

Le premicr terme de droite correspond A un effet de dilution®, les doux autres, o des
effets gravitationnels (potentiels gravitationnels variables).

d 7] dt
— d_n':ﬁ‘t‘q’]:%[@?—t—‘l’} aAvec dn:E.




A.6.2 La deflexion gravitationnelle de la lumiere

Dans un premier temps on se place dans une métrique Newtonienne. On s'intéresse
alors a I'évolution d'un quadrivecteur impulsion d'un photon dans cette métrique.
L’équation maitresse est |'équation géodésique qui donne I'évolution du quadnvecteur
(pY, p') en fonction du temps. L'impulsion d’un photon se propageant le long de la
géodésique est p# = dz# /d7. On peut ainsi faire de changement de variable t — 7 s1
bien que I'équation géodésique devient,

dp”
odp”
P4

— I\ p'p". (A.62)

On peut décomposer le quadri-vecteur impulsion en une impulsion p déefinie par,
-2 P s
p* = —p" g0 = P'P'9is. (A.63)

et une direction, sous forme d'un trivecteur n', proportionel a p' et de norme unite,
e.g., n'n’ gi; = 1, ce qui conduit a,

(A.64)




L’equation des géodesiques conduit a une variation aussi bien d'impulsion p que de
la direction ;.
Dans ce paragraphe on s’intéresse a ce dernier effet. On choisit une direction @

perpendiculaire a la direction de propagation done pour laquelle n' = 0. Dans le cas
qui nous intéresse, an premier ordre en ¢V,

= —050k — O + ¢h87 ay (A.65)
Ty = ¢507, (A.66)
I = &5 (A.67)

les autres parametres affines étant nuls, s1 bien que

dp”
dt
dp’
dt

— ‘;bffp" (A.68)

208 L — g (p" + ””p—m) . (A.69)

p’ P

Au premier ordre en ¢~ la parenthése du terme de droite vaut simplement 2p°. Pour
le choix de direction i, p* = 0 et donc, a cet ordre la, il vient,

(A.70)
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® Quelles fluctuations de meétrique !
- décomposition Scalaires, Vecteur,
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- Modes de jauge
® Equations d’Einstein
- Modes adiabatiques, isocourbes...
® Elements de statistique




Quelles fluctuations de metrique

On s'intéresse ici aux propridgtés de la métrique 4 des échelles cosmologiques.
L'application du principe coemologigne permet alors de contraindre les éléments de
métrique!!. La forme générale de la métrique prend alors la forme de la métrique de

Friedmann- Robertson-Walker,

ds? = a’(n) E—[h}i + %, tlr“tl’r“] : (A.114)

ofl 77 est le temps conforme, *ges la partie spatiale de la métrique.
A.8.1 Perturbations de la métrique en espace de FRW

Ce gui nous intéresse ici c'est plus particulitre d'examiner le type de pertur-
bations qui peuvent se développer dans une telle métrique. On suppose done qu'il
peut se développer des Huectuations de métrique de toute nature autour d'une mé-
trique movenne de FRW. Ces fluctuations sont évidemment lides & des Auctuations
de densité on de pression dans 'univers. La forme géndrale de la métrique que 'on

so propose d'étudier est done,
ow = —a®(n) [1+ hao(n.2*)] (A.116)
s = —a’() hoa(n. ') (A.117)
O = a°(n) [Hgmg,(r]: ') + Fasim, 1'1:I:| (A118)
aver hye <€ 1. L'analyse de ces fluctuations repose sur une étude perturbative. Notons

dans un premier temps que U'on peat prendre appui sur homogénditd spatiale. 5i
on s'antorise 'existonee d'une courbure spatiale on est amené & définir des dérivdes

spatiales covariante,

.

[ Y II:I.L "-ﬂ-bl _bm

By Bmle — e

m m
Y TaX Ty e = Y A ep (A119)

ol les paramétres de connection affine sont définis par rapport 4 la partie spatiale
de la métrique, %g. On peut alors définir des quantités tensorielles mais nnigquement
par rapport aux changements de coordonnées spatiales. On passera ainsi d'indice
d'espace covariant & un indice contravariant par action dun tensenr 3x3 % ou de son
inverse.




A.8.2 Perturbations scalaires, vecteurs et tenseurs

On peut alors classer les différentes perturbations de la métrique selon la maniere
dont elles se transforment sous des transformations spatiales (et non pas spatio-
temporelles) dans la métrique non perturbée. On a ainsi a priori des des fluctuations
de type scalaire, vecteur ou tenseur.

De plus comme dans la métrique non-perturbée on a une séparation de temps et
de 'espace, les perturbations de la métrique devront pouvoir s'écrire comme modes
propres des opérateurs de différentiation covariants, c¢'est 4 dire des modes propres
du Laplacien (équation de Helmholtz genéralisée),

X"+ KX =0, (A.120)

o k est la longueur d'un vecteur d’onde inversement proportionnelle a la taille
comobile de la perturbation. Il va de soit que si la métrique spatiale est plate, une
classe de solutions de (A.120) est constituée par les ondes planes.

Tout champ S(x") scalaire va pouvoir se décomposer en sommes de fonctions
solutions de (A.120), S ().

Une telle solution propre permet de définir un champ vectoriel,

1
Stkeya = T Sik)ja

et un tenseur de rang deux. symétrique et de trace nulle,

1 1

Sik)as = 2 S(k)lab + 3 Jab Sy (A.122)

On pourrait évidemment construire des tenseurs d’ordre plus élevé mais ils ne joue-
ront pas de role dans les fluctuations de métrique. On peut remarquer qu’en prenant
des divergences successives de ces champs on retrouve le champ scalaire dont on est

parti,
5% = kSw (A.123)

2
S{k]uﬁuh - E{EE_SK)SU:}- (A.124)




Il reste qu'il existe des champs vectoriels ou tensoriels qui ne peuvent pas étre
atteints par une telle construction. Ainsi un champ vectoriel de divergence nulle V°
ne peut pas dérivé d'un champ scalaire apres application d'une ou deux opération(s)
de dériveée covariante. Cela étant rien n'empéche de décomposer un tel champ en
modes propres vectoriels V3, solutions de (A.120),

]"le{l:)uu;b + k' = 0. (A.125)

A partir d'un tel champ on peut construire un champ tensoriel de rang deux, syme-
trique, sans trace mais pas sans divergence,

roa 1 a roa
Vi = =5 (Vi "+ V™) - (A.126)

2

Par contre on ne peut construire de champ scalaire,

Il reste un type de champ tensoriel qui ne permet de construire ni un champ sca-
laire ni un champ vectoriel ; ce sont les champs tensoriels sans trace et sans divergence
qui vont décrire les ondes gravitationnelles. Ces champs sont aussi décomposables en
modes propres de (A.120), T

T able

l::ﬁ:‘]- |E + ij ak = {]. {.;‘I'.‘..].ET:'

(k)

De tels champs ne permettent par contre de construire ni de champs vectoriels, ni
de champs scalaires.




Perturbations scalaires

Dans le premier cas on peut supposer que toutes les composantes des perturba-
tions de la métrique sont proportionnelles & un mode donné Sy, (z7), Sypa(z') ou
Sikjas(T') selon sa nature. Ainsi on peut écrire (en omettant dorénavant I'indice (k)
qui est toujours sous-entendu),

hoo(n. z*) = 2 As(n) S(z") (A.128)
hoa(n,2%) = Bs(n) Sa(z') | (A.129)
hao(1,2°) = 2Cs(n)gas(z") + 2 Ds(n) Sas(z") (A.130)

Il faut faire le meme exercice de décomposition pour le tenseur énergie-impulsion
du champ de matiere. Pour construire de maniere consistante les composantes du
tenseur il est profitable de se placer d’abord dans le référentiel au repos du fluide.
Dans ee cas, on va avoir des fluctuations locales d'énergie, de pression isotrope et
éventuellement de pression anisotrope. L'application d'une transformé de Lorentz le
long d'un quadri-vecteur V* donne alors la forme générale des éléments mixtes de la
matrice énergie-impulsion du fluide.

A la densité moyenne d'énergie p(rn) on associe les Huctuations relatives d’éner-
gie locales, 4(n)S(z'), de telle sorte que le premiére composante du tenseur énergie
impulsion s'écrit,

T9(n.=") = —p(n) [1+ 8(n)S(z")] (A.131)

Les composantes croisées de la matrice sont données par,

Ti(n.x') = (p(n) + P(n)) [V(n) — Bs(n)] Sa(=")
To(n,z") = —(p(n)+ P(n)) V(n) 5°(z') (A.132)
et on retrouve la forme générale pour un fluide parfait.

Les composantes spatiales de la métrique ne sont pas affectées par la transformée
de Lorentz et s'écrivent.,

Ty = P(n) [1+ 0p(n)S(2")] 6 + P(m)ms(n) S%(°). (A.133)




Perturbations vectorielles

Izi on n'entend des perturbations vectorielles non-susceptibles d’étre induites par
des perturbations scalaires, done des perturbations dont la dépendance spatiale sera
proportionnelle a V% Dans ce cas la les quantités scalaires, Ty, la densité, ete.,
restent inchangées et on a simplement,

hoa(m.2) = —By(n) Vi(z') (A.134)
hao(m, %) = 2Dy (1) Vs (") (A.135)

et pour le tenseur énergie-impulsion,

Ton.2') = (p(n)+ P(n) [V(n) — Bs(n)] Sal=") (A.136)
T2 = P(m)sg + Pln)m(n) V3(z®). (A.137)

Perturbations tensorielles

Dans ce cas 1a, on ne peut induire des perturbations que dans les parties spatiales
sans trace des tenseurs,

has(n,7") = 2Dr(n) Tus(z’) (A.138)
T¢ = P(n)5; + Py)mr(n) T5(). (A.130)




Degres de liberté de jauge !

J. M. Bardeen, “Gauge-invariant cosmological perturbations,” Phys. Rev. D |
vol. 22, pp. 1882-1905, Oct. 1980.

A.8.3 Transformées de Jauge

L’analyse en perturbation des tenseurs nous a conduit & définir un certain nombre
de grandeurs dépendantes du temps pour chaque type de perturbations. Il nous faut
maintenant identifier les degrés de liberté redondant, ¢'est a dire ceux qui sont dus a
une simple liberté de jauge. Il ne s’agit cependant pas de rechercher le comportement
de ces quantités sous toutes les transformations de jauge possibles mais uniquement
sous les transformées de jauge qui laissent inchangée la partie homogéne.

Ainsi on va considérer un systéme de coordonnées, (7, #), qui soit proche, c'est &
dire obtenu par variation infinitésimale du systéme de coordonnées initial (n, ') et
qui donne "la meme physique”, c’'est a dire avee,

AT T _

Gy (T) = @Bﬂﬂm{i]- (A.140)

Les deux systémes de coordonnés sont done par construction identiques pour la
partie homogene. Il reste que dans ces deux systemes, les perturbations de métrique
vont prendre des valeurs différentes, e.g. pour une méme source de perturbation (un
mode donné scalaire, tenseur ou vecteur) les fonetions As, ... Dg, By, Dy et Dy par
exemple changent de forme.

Ces variations de coordonnées correspondent elles-mémes & un champ de trans-
formations infinitésimales avec a priori des composantes scalaires, vectorielles et ten-
sorielles dépendant de la nature de la transformée. Selon la nature des perturbations
que l'on étudie dans le systéme de coordonnées initial, (n, '), pour les mémes raisons
que précédemment, les seules transformations pertinentes des coordonnées sont celles
qui font intervenir le méme champ, S, Viy, ou Ty,.




Perturbations scalaires

Dans ce cas la forme générale de la transformée est

A, 2%) = n+Ts(n) S(=) (A.141)

B(,aY) = 2+ Lsn) () (A.142)

ot Ts et Lg sont des fonctions arbitraires et libres du temps. La relation (A.140)
implique alors que'?

3

a(i) ~ afn) |1+ STsn) S@')] (A.143)

d

(')~ ga(z’) + Ls(n) S(x) 5

(). (A.144)
Si on écrit maintenant la relation (A.140) a Pordre linéaire en S(z%) on obtient, aprés
quelques lignes de caleuls soigneux, un ensemble de relations fonctionnelles entre les
coefficients dépendant du temps dans la métrique perturbée,

As = As—Ti— %’1'5
E_g Bg + ﬂ'r_g + kT—g
Cs = Cs—rry— L1,
3 i
Ds Ds+kLg

ol toutes ces fonctions s'entendent comme fonctions de 1.
Il nous manque encore les relations concernant les éléments du tenseur énergie-

impulsion. La différence de vitesse des fluide V¥ — V? est simplement donnée par
d(#* — ') /dn, et done

V=Vl (A.149)

La densité d’énergie est un scalaire et done pour lequel on deit avoir p(7) = p(n).
Cela implique que'?

¥

F=d+3(1+ P;’pj%?'s, (A.150)

quand on tire profit de (5.5). De la méme maniére les luctuations isotropes de pres-
sion vont s'écrire,
P

dp =dp— +Ts (A.151)

alors la partie anisotrope sans trace reste i cet ordre invariante de jauge.




A partir de 14 deux voies sont possibles. On peut décider d'un choix de jauge par-
ticulier ¢’est & dire du choix de deux fonetions, Tg et Lg, qui éliminent judicieusement
des fonctions inconnues. Ainsi on peut faire un choix de jauge tel que 45 = Bs =0 :
c'est la jauge synchrone dans laquelle seule la partie spatiale de la métrique est per-
turbée. Pour ce choix de jauge, ce sont les relations (A.145) et (A.146) qui fixent!®
respectivement Tg et Lg. On peut tout aussi légitimement s’'appuyer sur (A.148) et
(A.146) pour faire le choix de Bs = Ds = 0 : c'est la jauge longitudinale ou de
Newton. Cette derniére jauge n'est pas forcément la plus utile techniquement. Elle a
cependant un avantage "pédagogique”, ¢'est elle qui se rapproche le plus de la limite
Newtonienne.

Par inspection des relations (A.145-A.148), on peut exhiber deux quantités inva-
riantes de jauge, ® 4, et B¢,
la

'1'.,45 .A.E“l‘kﬂu +.FE

1 ’ A"
“Bs— (D; + %’D’S) (A.152)

1 1
Bo, = Cs+ 1:5 + Eﬂ Bs — k;‘ D, (A.153)
construites a4 partir des potentiels de la métrique.
On a déja remarqué que les éléments de la matrice énergie-impulsion ne sont pas
invariants de jauge. On peut aussi construire des quantités invariantes de jauge a

partir du contraste de densité ou du champ de vitesse. Ainsi
. N |
Vo=V — E'D'S (A.154)
est un invariant de jauge. De meéme,

bs=0+3(1+ pr] l[‘lf' Bg) (A.155)




Perturbations vectorielles

On va retrouver une situation similaire mais plus simple pour les perturbations
vectorielles. En effet dans ce cas le variable de temps est définie sans ambiguité. On

ne peut faire qu'une transformation des coordonnées spatiales,
#F(n, ') = 1"+ Ls(n) V(")
de telle sorte que

B, + L,
D, + EL,.

La vitesse se transforme en

V=V+LrL.

Il existe alors une quantité invariante de jange pour la métrigue,

1y
Vs, =B, — 7D,

et une quantité invariante de jauge liée a la vitesse,

Vo=V - B,.

Perturbations tensorielles

(A.156)

(A.157)
(A.158)

(A.159)

(A.160)

(A.161)

Enfin il n'y a pas de transformées de jauge possibles pour les fluctuations tenso-

rielles qui sont done invariantes de jauge a cet ordre.




A.8.4 Les équations d'Einstein en guantités invariantes de

jauge

L'objectif de ce paragraphe est de donner, et non de résoudre les équations d'Ein-
stein, ce qui demanderait de faire des hypothéses sur le contenu en énergie /matiere
de l'univers. La description des solutions de ces équations fait 'objet de multiples
chapitres de ce livre selon le régime dans le lequel on se place.

On va ici se contenter d'écrire les équations d’Einstein en fonetion des quantités
invariantes de jauge décrites avant. Le calcul méme de ces équations est un travail
fastidieux qui n'est pas présenté ici. Il demande le calcul des perturbations du tenseur
de Ricei et de courbure; une tache longue mais qui ne présente pas de difficultes
particulieres.

Pour les fluctuations scalaires le résultat peut finalement se mettre sous la forme

de deux équations,
(k* —3K)d., = 47 G pya® b5, (A.162)

qui est I'équation de Poisson généralisée!” et,

(D4 + Be) = —87C Pya’ms. (A.163)

Ainsi les deux potentiels sont obnosés en 'absence de pression anisotrope.
Pour des fluctuations vectorielles on a

(k* — 2K ) &g, = 167 G (po + o) a® Vi,

avec I'équation du mouvement pour Vy,

v;;=—“—(1—3ﬁ)v;—h b
a Po o+ Fy

Enfin pour les fluctuations tensorielles il vient,

DY+ z%ﬂ:} + (k? + 2K)Dr = 87 G Pya® mr.




Evolution des fluctuations

® Echelles “sub ou super-horizon”

‘-'I=i'l,|:|

mode k /(WM pe
factenr
d’expansion




Les analyses de transformées de jauge présentée dans la section A8 permettent
de montrer qu’il est légitime d’éerire les fluctuations de métrique de la forme’

1

g = —(1+2@), (5.16)
gu = 0, (5.17)
G = a’(1—2¥)y,, (5.18)

5.3.1 Le tenseur énergie-impulsion

La forme générale du tenseur énergie impulsion an premier ordre dans les pertur-
bations de métrique a déja été donnée.

D'une maniére générale, pour une espéce T on a,

—pz — &1, (5.19)

1 -
E{PI + P_rﬂ;.r::h {5'2[]:]

1
(s + PV (5.21)

(Pr +8P) &5 + 1L, (5.22)

ol py et P, sont respectivement la densité et la pression homogeéne du fluide, 4o,
et 4P, les fluctuations relatives de densité et de pression, V; est le flot de = et
Hzij est la partie anisotrope (sans trace) de la pression. Dans ces expressions il faut
comprendre qu'un mode k a été singularisé. La dépendance spatiale des fonctions qui
sont écrites ici est done celle d'une onde plane. Ainsi quand on prend la divergence
d'une quantité vectorielle 1§ elle s'écrit Vi; = —1/kV; = EV. De méme le terme
de pression anisotrope est construit a partir des divergences d'un champ scalaire,
H; = l,u"kﬂl'l,ij + l;fg’fijﬂ-




La premiére équation de comservation, la conservation de
I'impulsion donne
Bl

SH(8P; + 8pz) + &, — (pz + P2)(38 — kV;) = 0. (5.23)

Comme on va le voir cette équation conduit & une équation fort utile dans la suite.
Remarquons dés maintenant que pour un fluide d'équation d’état donnée, Fr = wep;,
cette équation peut encore s'écrire,

kV, + ! ({"5”*)!=3~1r’. (5.24)

1 +we \ pe

Le terme de droite étant le méme pour tous les fluides, on obtient une relation entre
les comportements des contrastes de densité pour les différents fluides.

La conservation de 'impulsion permet d’obtenir une nouvelle équation, elle anssi
valable pour chacun des fluides,

(pz + Pu) (4RViH + KV — ?®) + kVa(p' + P') — %P, + KT, =0 (5.25)

Pour un fluide sans pression anisotrope Il; et d'équation d'état donnée, on obtient

la forme, w
g wrd]ni. = kd. (5.26)

Pour un fluide de poussiere, w, = 0, on retrouve 'équation d'Euler, écrite ici pour
un made donné, et & 'ordre linéaire. Pour un fluide avec pression, on voit apparaitre
un terme di aux forces de pression.




5.3.2 Les équations d'Einstein

Les équations d’Einstein vont permettre de fermer le systéme en reliant les poten-
tiels gravitationnels aux éléments du tenseur d’énergie-impulsion total du systéme.
(On définit ainsi la densité, pression, vitesse du fluide total par additivité des tenseurs
énergie impulsion. Ces quantité seront notées avec 'indice T'. Ainsi,

1
=Y.p.. =Y ., Vo=—" % (p.+ PV, etc 5.27
pr Pz, dpr &, Vr oy (p Wz, ete (5.27)

Les équations d’'Einstein donnent trois relations dont deux seulement sont indépen-
dantes compte tenu des équations de conservation. Ces équations s'écrivent,

|
FH'® 4+ 3HY + k*0 = ————adpr, (5.28)
2MG,
1

2ME,

-1

—a" Il 5.30

Mz (5.30)

Il est intéressant de woir qu'a partir des 2 premiéres équations d'Einstein on
obtient.

k(H® + T) a* (pr + Pr) Vr, (5.29)

B0 - 0) =

ay_ 1 (s Vi
20 = —5a (dpr+3H[pr+Pr] k). (5.31)

C'est la généralisation de I'équation de Poisson habituelle. I1 est 4 noter qu'il existe
une jauge dans lagquelle on peut annuler V¢ (mais au prix d'une partie mixte dans la
métrique). Formellement cette équation prend alors la forme habituelle de 1'équation
de Poisson. Plus simplement on peut définir un contraste de densité généralisée, A,

par

1 v,
A= (80 + 3H(pe + P) ). (5.32)




5.3.3 (Quantité conservée et modes superhorizon

L' équation de conservation de I'énergie peut se réécrire de la maniére suivante,

dbﬂ! ] k.i"'r-f H T
I:’l' + HEJ + T P:: ) ( —dp, — ) 3 {533:]

en s'appuyant sur p;, = —3H(p, + F:). Si le fluide a une équation bien déterminée,
c'est a dire si la pression, est une fonction uniquement de la densité, alors le terme
de droite de cette équation disparait.

(i plus est, aux grandes échelles, on s’attend a ce que le terme de vitesse ait un
effet négligeable. Aux échelles super-Hubble on a done,

{~1w+Hp, ) =0, (5.34)

I

pour tous les fluides d'équation d’état donnée®. Pour deux fluides r et y différents®

on aura done,
(ﬂ& _ ﬂ) _o (5.35)
v,

ce qui implique que les quantités,

dor  dpy
pz+F  py+ F

Sry = (5.36)
soient conservées. Ce sont les densités d'entropie correspondent 4 des fluctuations
de composition de I'univers. Elles ne peuvent done étre générées aux échelles super-
Hubble. Enfin si ces quantités sont toutes nulles?, le terme de droite de I'équation

5.33) est nul aussi en supposant que le Auide total est un mélange de flnide d’équation
( PP q ang &
d'état donné. Dans ce cas,

S i (5.37)
P

est une quantité conservée aux échelles super-Hubble. Cest une quantité essentielle
qui permet de faire le pont entre physique sub-Hubble et physique super-Hubble, que
ce soit pendant les phases récentes de 'évolution de I'univers ou pendant une phase
inflationnaire.




Le comportement de chacune des quantités pourra alors etre obtenu & partir des
équations d'Einstein. Pour étre un peu explicite, le comportement des potentiels
gravitationnels aux trés grandes échelles, ou de maniére équivalente a petit temps,
peut facilement étre obtenu en ignorant les effets de la pression anisotrope. C'est
une hypothese légitime dans la mesure celle-ci est nulle dans un fluide de matiere
non-relativiste, elle est nulle dans un fluide de matieére relativiste couplée a de la
matiére non-relativiste, elle est aussi nulle pour un champ scalaire, et done en phase
inflationnaire comme on va le voir. Sous cette hypothése & = W, En s'appuyant sur
la deuxiéme équation d'Einstein, il est alors possible de donner une forme explicite
pour la solution super-horizon des potentiels,

'1-=*F=R(§fa3dn—l)_ (5.38)

Pour un fluide d’équation d’état donné, les potentiels gravitationnels sont constants.
Pour étre plus explicite on a,

b= _%R, (5.39)

gquand 'univers est dominé par la radiation et
3
U= _ER' (5.40]

Il est meéme possible de donner la solution explicite de ¥ aux échelles super-Hubble
pendant la transition rayonnement-matiére en s’appuyant sur la relation (5.28),
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Univers homogeéne, univers inhomogéne

La meétrique de Friedmann-Robertson-Walker. Introduction a la notion
de distances et d’horizons. Inhomogénéités de 'espace temps. Relations
entre métrique et quantités observables. Outils statistiques : fonctions de
corrélations et spectres de puissance.

Le développement des instabilités gravitationnelles
Identification des modes propres d'instabilite. Decomposition Scalaire-
Vecteur-Tenseur et identification des modes de jauge. Ewvolutions sub- et

super-Hubble. Modes adiabatiques et modes 1socourbes.

Liinflation, paradigme et prédictions I

La nécessité d'une phase inflationnaire. Quelle quantité d'inflation 7 Forme
de Mukhanov de I'action et quantification des champs. Transition quantique-
classique. Spectres de puissance induits.

L’inflation, paradigme et prédictions II
Ondes gravitationnelles. Relations entre indices spectraux. Consequences
sur le fond diffus cosmologique.

Modéles inflationnaires

Inflation a un champ, chaotique, en loi de puissance. Modeéles hybrides,
modeles construits a partir des théories supersymétrigues. Inflation multi-
champ. Action de Dirac-Born-Infeld.

Au dela du régime linéaire, I'univers primordial, I'univers local
Couplages de modes dans 'univers local. Couplages de modes pendant la
phase inflationnaire. Prédictions de I'inflation standard.




Plan du cours Il

® |[nflation, paradigme et prediction, |
nécessité d’'une phase inflationnaire
Quelle quantite d’inflation ?
La phase d’expansion acceléree et le regime de
“roulement lent”
action de Mukhanov et quantification des champs
description des résultat, “transition quantique
classique”




Pourquoi une phase
inflationnaire ?

Les problemes d’une cosmologie standard :

® Probleme de la

® absence de relic
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® probleme de I'horizon
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Univers plat, une coincidence ou le resultat
d’'une évolution dynamique !
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Fic. 2.4 — Comportement des
parametres cosmologiques re-
duits {1, et {1y pour différentes
cosmologies dans le plan {1y, —
(4. Le point Einstein-de Sit-
ter apparait clairement instable
tandis que le point 23 = 1,
(1, = 0 est un attracteur. Les
traits fins donnent les lignes
d’age constant de 'umivers de
8, 9, 10, 13.5 et 17 milliard
d’années respectivement en par-
tant du bas a droite. La zone
noire correspond a un age in-
fini, e.g. a une absence de big-
bang. Ce diagramme est a rap-
procher de la planche 9.7 qm
montre les contraintes observa-
tionnelles dans ce méme plan.




Log(échelle)

—6. —4.
Log(temps)

La solution du probleme de 'horizon : une
phase inflationnaire

Fic. 8.1 Comparaison
d’échelles dans un scénario
inflationnaire. Le rayon de
Hubble, qui se comporte comme
1/H(t), est représenté par une
hgne continue. Il est comparé
au comportement d’échelles
physiques correspondant a des
tailles comobiles variables. Celle
correspondant a mnotre rayon
de Hubble actuel correspond
a la ligne en pointillés longs.
Ces échelles physique croissent
comme a(t). Un scénario infla-
tlonnaire avec une séquence de
croissance rapide de a(t) permet
a ces courbes de se recroiser au
cours de 1'histoire thermique
de l'umivers. Les échelles sont
logarithmiques ; les unités sont
arbitraires.




'inflation

® Definition “faible”

Une phase pendant laquelle

a > 0

et donc quand

p+ 3P <0




Com bien d’inflation ? On appelle alors N, le nombre de "efolds”,

ﬁﬁn

N. =log (8.6)

ﬂ'H
Le calcul de ce nombre est assez élémentaire. La sortie de I'horzon pour notre univers
observable se fait au moment ou ay Hy = ag Hy, Hy étant la valeur de la constante
de Hubble a ce moment la. Il en résulte que

afn _ afn Hy (8.7)

ag ag Hp'

Pour estimer cette expression on fait I'hypothese que 'on passe successivement (et
instantanément ) d’une phase inflationnaire a une phase dominée par le rayonnement
Jjusqu'a @ = a., puis une phase dominée par la matiere. Pendant cette premiere

U4 puis a ~ p71/3. 1 vient alors,

1 p?fpﬁn

Ny = =log ——= YT
4 DIF‘EE{

a~p
(8.8)

ou la densité de I'umivers est prise aux moments identifies précéedemment. Les den-
sités écrites au dénominateur sont bien connues. Celles écrites an numérateur sont
plus speculatives. Remarquons que 'existence dune phase dominée par la radiation
Jusqu’au moment de la nucléosyntheése primordiale impose une valeur plancher pour
pu €t pgn et donc un nombre minimal de efolds, de l'ordre de 25. De maniere plus
réaliste on s’attend a ce que la densité d'énergie pendant la phase inflationnaire soit

de I'ordre de 10'® GeV. On peut alors écrire,

2 10" GeV

N, = 60 + — ! lcrg

(est cette estimation que 'on considere généralement pour contraindre I'inflation.
Evidemment cette contrainte dépend des détails du modele cosmologique, en parti-
culier des détails de I'histoire thermique de I'umvers.




L’inflation avec un champ scalaire

Dans un contexte cosmologique, 'action conjointe d'un champ scalaire et de la
metrique, s'écrit 4 partir de 'action de Hilbert-Einstein,

(8.10)

5=[d*xﬁ (;:—

R M2,
2 Bl

oi1 £ est la densité de Lagrangien associée au champ scalaire®,
1 i
L=350pdp)-Vip)
N 1,
p=@" 4+ Vg, P=§:p — Vi{g).
Il est alors possible d'écrire les équations de Friedmann correspondantes,

1 1 )
= gt (b veo) =

L
_ 2, 8.15
Mg ¥ (8.15)

auxquelles il faut rajouter I'équation de Klein-Gordon déerivant I'évolution du champ
qui s'éerit pour la partie homogéene,

&+ 3Hp = —V'(p), (8.16)




Potentiel quadratique

w(t) et wit)

Fic. 8.2 — En haut, comporte-
ment de @(t) (ligne continue)
et w = P/p (ligne en poin-
tillée) pour un potentiel quadra-
tique. Le champ est exprimée
en unité de la masse de Planck.
Le comportement est celui-ci est
obtenu apres résolution exacte
de l'equation de Klein-Gordon.
Apres la phase inflationnaire on
observe que le parameéetre w prée-
sente un comportement oscil-
lant. Sa movenne sur un grand
nombre de phases s'annule cor-
respondant au parametre d’état
un fuide massif. En bas. tra-
jectoire des champs dans ['es-
pace des phases. Differentes tra-
jectoires correspondent a diffé-
rentes conditions initiales. On
observe une branche asympto-
tique qui correspond a 'attrac-
teur que représente la solution
de slow-roll.




Potentiel quartique

8.
6.

o(t) et w(t) ¥

Fic. 83 — Memes fipures que
8.2 mais pour un potentiel quar-
tique. On observe que le com-
portement oscillant de w a la
fin de la phase inflationnaire est
dans ce cas la trés asymétrique.
Pour un tel potentiel sa valeur
moyenne va s'établir a 1/3 cor-
respondant & un univers domine
par la radiation.




Evolution de 'inflaton, le “slow-roll”

Le régime dit slow-soll, de roulement lent, correspond a4 un régime stationnaire
on 'énergie du champ se dissipe dans une expansion rapide due a la densité d'énergie
portée par le potentiel. Dans ce régime les éguations du mouvement deviennent,

1

= ——V{(p). 8.17

3Hy=—V'(g), H?

Il existe un certain nombre de conditions nécessaires pour entrer dans ce régime. Ces
conditions s’expriment comme des conditions de régularité sur la forme du potentiel.

Ainsi, on doit avoir gg® < V' ce qui implique,
ME (V\?
=— | — 1. 8.18
‘T2 \v) <5 (8-18)
et la condition @, < V' finalement implique que,

V"
In| < 1 avec ﬁzﬂfﬁ?,?. (8.19)

8.2.1 Potentiels quadratiques et quartiques

Pour illustrer notre propos on va s'intéresser aux cas de potentiels simples de la
forme,

Vig) = A¢P, (8.20)
ol on s'intéresse plus particuliérement aux cas p = 2 avec A = m?/2 ou p = 4. Les
parametres de slow-roll sont respectivement,
2 My,

> (8.21)

E=T

dans le premier cas et

8' ﬁfffg] 12 ﬂ/f%l
F = M =

(8.22)

L

o o2
dans le deuxiéme. En fait pour tous ces modeles les conditions de slow-roll imposent,

@ = Mpy. (8.23)




8.7.1 Une réécriture des parametres de slow-roll

On se propose ici de réécrire les paramétres de slow-roll en fonction non pas de V(i) mais
de H(t). Dans une inflation a un champ, la trajectoire slow-roll est en effet aussi bien décrite
par la variation de V(i) que par les variations de H.

L'équation de Friedmann,

1
- 3ME,

H2(t) V() (8.111)

et I"équation de Klein-Gordon,

av

By’
prises dans |'approximation de slow-roll montrent que,

. 1 v 2
EHH:_EL’H,‘%]H (au,.:) |

3Hp = — (8.112)

Cela implique que le premier parameétre de slow-roll peut s'écrire,
H

—3" (8.114)

[

Le deuxieme parameétre de slow-roll s'obtient par une différentiation supplémentaire par
rapport au temps de 'expression de H . |l vient alors,

__H
oOHH

Les paramétres de slow-roll expriment donc le fait qu'on a une phase inflationnaire si le
taux de variation de H est bien moindre que le taux d'expansion de |'univers...

n=c¢ (8.115)




8.7.3 Inflation en loi de puissance

Un modeéle d’inflation en loi de puissance est un modeéle ou le facteur d’expansion se
comporte est une loi de puissance du temps,

a(t) ~ t, (8.125)

ol 1# est constant. Un tel comportement décrira effectivement une phase inflationnaire si o > 1.
Notons que pour un tel comportement on a,

a ~ g7, (8.126)

et aussi,
v 1
alH = — —, (8.127)
vr—1ny
ol 17 est le temps conforme. On se propose alors d’exhiber un modéle inflationnaire 3 un champ
o dont le potentiel conduit 3 ce comportement. On pourra alors calculer les fluctuations de
courbure qui en résulte. Notons que pour un tel comportement, le rapport entre la densité de

pression et la densité d’énergie est constant. L'équation de Friedmann,

3 /1
H? = —- (__;:» + V[(,-:'j) , (8.128)
Mg \27

montre alors qu'il ne pourra &tre obtenu que si () ~ 1/t et donc (t) ~ log(t), ce qui donne
pour le potentiel la forme fonctionnelle suivante

V(p) = Vo exp[—ep(t)/al, (8.129)

oll «v est une constante ayant la dimension d'un champ. Les équations du mouvement permettent
alors de relier o a v,
I‘Z?t'2 L’

ME 2

Elles donnent aussi le comportement de (t),

(8.130)

e(t) = 2alog(t), (8.131)

a une constante prés.

La condition v > 1 impose alors o > 1//2. Sous cette condition le potentiel (8.129)
conduit effectivement 3 une phase inflationnaire®®. On peut aussi relier & 3 I'équation d'état
de l'inflaton, w,, ce qui conduit 3,

(8.132)




Les fluctuations du champ

L’écriture des équations d’Einstein impose de connaitre les éléments de matrice
1, pour un tel systeme. On trouve en particulier,

1 AV
dp
0T, E 0odp (8.33)

JTUU ag U‘Pn ) ‘-"PIPE dp (8.32)

auquel il faut ajouter le fait que le tenseur énergie impulsion d'un champ scalaire est

sans pression anisotrope.
On dédunit alors des équations d'Einstein,

v—@ 0,

1
iy D o
+ H Eﬂrfpl ‘I‘gﬂﬁ’p'\‘g:

k2D
- 2ME, 20

Il reste I'equation de Klein-Gordon qui devient,

5 AV

8" + 2Hbp" + k*dp = —2a°
dy

quand on tient compte de la relation ¥ = ®.




8.3.3 Fluctuations quantiques dans la limite slow-roll

S1 on definit le champ u par

u(n,x) = a(t) dp(n.x),

son equation d’'évolution devient,

2 " 2
d7u (kz — a—) u=~>0 ou encore S = [dﬁ dx (u

ar . 2

Le champ u a donec un terme cinetigue standard. C'est ce champ la qui va pouvoir
etre quantifié®. Cela veut dire que 1'on peut écrire,

u(n.x) = [ &'k [ace(n) exp(ikx) + af Gi(n) exp(—ikx)],  (8.40)

o1l r:r,L et ap vont etre les opérateurs de création de d’annihilation du champ. Ils
obéissent done a la relation de commutation suivante,

la. al,] = ihdpiac(k — K'). (8.41)

Pour avoir la normalisation on peut imposer qu’a petite échelle on retrouve les
memes regles de quantification que pour un espace de Minkowski, ¢'est a dire que,




Pour une métrique de Minkowski les fonetions 1. sont simplement proportion-
nelles a4 des exponentielles et leur amplitude est donnée par,

e() = = exliki] (5.43)

Pour un espace inflationnaire il faut tenir compte de la masse effective du champ,
a” fa, qui dépend du temps. Il se trouve que dans la limite de de Sitter, c'est a dire
dans la limite de petits parameétres de slow-roll, on a a” /a = 2/n* et que dans ce cas
I'équation (8.39) a une solution simple qui conduit A.

1

1— k_"?) expl(i k. (8.44)




Limite superhorizon

Sp(.%) = [ Ak,

Dl R % (ak—l—aik).

— toutes les observables que 'on peut construire a partir de ces champs dans la
limite super-horizon vont commuter entre elles. On passe done de fluctuations
quantiques a des variables qui se comportent comme des grandeurs stochas-
tiques classiques”?. On peut facilement vérifier de plus que les variables aléa-
tolres (ak + r:r,f_k) induisent un champ stochastique Gaussien. Pour étre plus
spécifique on a,

<0/gudl0> = 6O (k+K) Py(k),
< O0[, . . Py, 0 > > II <0léknlo>.
combinaisons paires (i,j)

<0lfu, - Prp i |0> = 0. (8.49)

Par la suite on identifie les moyennes sur le vide 4 des movennes d’ensemble
sur les variables 'classiques stochastiques’ i ;

ce sont les variations de la valeur de la constante de Hubble qui vont fixer
les variations de 'amplitude des fluctuations de densité par la suite. Dans
I"approximation du "slow-roll” la valeur de H ne change que trés peu pour les
échelles aceessibles a 'observation. En conséquence de quoi on s’attend a avoir
un spectre proche d'un spectre Harrison—Zeldovich. Pour étre plus précis, le
spectre de puissance du potentiel est en k=™ celui de la densité sera en k™
avec ng = 1;




Au dela de la limite Slow-Roll

u=—2R =20+ adp

r
ayp
z = D.

H

L’équation du mouvement pour u., que l'on tire de I'équation de Klein-Gordon et des
équations d’Einstein, prend alors une forme trés simple [182],

"

u’ + (kﬂ - z—) u = 0. (8.54)

Z

C’est un résultat tout a fait remarquable. Remarquons au passage que le terme de
masse 9°V/dg? du champ ¢ a été absorbé dans z"/z. La variable u a de nouveau un
terme cinétique standard. C'est un champ libre de masse variable 2" /z. En fait pour
etre plus rigoureux il faut remarquer que l'action de Hilbert-Einstein en présence
d'un champ secalaire de potentiel quelconque devient

/2

i D
S — [dnde (“ e L +“—“—)

2 2 z 2




8.3.6 Le spectre de puissance des fluctuations de métrique

Pour connaitre la forme du spectre des fluctuations de meétrique il faut en prin-
cipe connaitre la solution exacte a grand temps de (8.54). Ce n'est en général pas
possible (voir cependant exercice 8.7.3). On peut cependant profiter du fait qu’on
a deux échelles de temps tres différentes, I'une rapide correspondant a 'expansion
accélérée, 'autre lente 4 des variations des grandeurs comme H ou 5. Dans cette
limite 2" /2 = a" /a; les solutions de I'équation (8.54) seront donc celles de (8.39) on
la valeur de ‘H est remplacée par celle de la constante de Hubble au moment de la
traversée de 'horizon. Le seénario décrit précédemment se retrouve done dans le cas
céneral. Apres la traversée de 'horizon le champ o devient un champ elassique sto-
chastique. Ainsi aux échelles super-Hubble les fluctuations de métrique écrites dans
la variable conservée R se comportent comme un champ stochastique classique gelé
de statistique Gaussienne. On peut en définir le spectre, Pr(k), par

(RicRae) = Sy, (k + K') Pr(k) (8.56)

Celui-c1 s'éerit in fine,

HE 1;2 HE
= = (8.57)
23 V! 4k3e,
o les indices , indiquent qu'il faut prendre la valeur de la quantité correspondante an
moment ou le mode sort de I'horizon, e.g. k/(aH) = 1. Les mesures des amplitudes
des anisotropies de température du fond diffus cosmologique donne 'amplitude du

spectre de fluctuation,

Pr(k)

k* Pr(k) ~4107° en k = 0.05/Mpc (8.58)

d’apres les derniers résultats de WMAP. Cette amplitude permet de préciser 'ordre
de grandeur de la valeur de la constante de Hubble pendant la phase inflationnaire.
Elle s'écrit,

H =4 lﬂ_dﬁ Mp.




8.7.3 Inflation en loi de puissance, calcul du spectre

Le calcul est basé sur le comportement super-horizon des solutions des équations du mou-
vement pour la variable de Mukhanov, wy, équation (8.52). Notons qu'ici =, défini par (8.53),
prend la forme,
ap 1
E = Eﬂ.
Les solutions uy de I'équation (8.54) sont alors données par les fonctions de Hankel H,(n)
d'indice p donné par,

& =

(8.133)

Jir — 1
2 —1)°

w(n) = Y5 Hy(—Fkn). (8.135)

= (8.134)

Dans la limite super-horizon, ces solutions se comportent comme,

u(n) — Y (8.136)

2 sin(wp)T(1 — p)

Vv —TT +i (—ﬁm) —#

2
Le spectre de puissance des fluctuations de courbure, Pr(k), est alors donné par

1
Pr(k) = E|uk|2- (8.137)

Dans la limite super-horizon, ce spectre ne dépend plus du temps. Sa dépendance en k est
donnée par,

F
-1,

Pr(k) ~ k=37 (8.138)

Dans la limite v — oc on retrouve bien un spectre invariant d'échelle. L'écart 3 l'invariance
d'échelle, n: = 1—2/(1r — 1), est bien celle attendue dans un développement slow-roll. On peut
plus généralement s'assurer que la relation (8.57) est bien vérifiée dans la limite slow-roll.




8.7.4 Champ test dans un univers en expansion : une approche
stochastique

d3k k
XH{E]' = W W (ﬁ) Xk

—_— i = e W) e

3H  dx,

Fic. 8.14 — Illustration du com-
portement de y,, suivant I'équa-
tion de Langevin (8.145). La
valeur du champ se comporte
comme une marche aléatoire,
avec pas Indépendants, mais
dont les excursions sont limi-
tées par le potentiel an fond du-
quel évolue le marcheur. Pour
un champ de masse nul, les ex-
cursions ne sont pas bornées et
la largeur de la distribution des
excursions crolt indefiniment.




Formellement I'expression de £, (t) est donnée par™,

d*k . .
_ W{kHRH} k()W (kRp)ag + h.c], (8.141)
ou Ry est le rayon de Hubble, iy = 1/aH et £, (t) est exprimé en fonction des opérateurs de
création et d'annihilation du champ. Le bruit quantique introduit par ce terme de source sont
remplacées par un bruit classique dont les propriétés dérivent de I'identification,

(ER)E(E)) = (01&,(£)€q (t') |0} . (8.142)

Si par simplicité on suppose que la fenétre W est une fenétre carrée en espace de Fourier alors
on obtient la relation suivante,

3
(EEE)) = 1 rwaclt — ), (8.143

a partir du comportement de yk(t) dans un espace de de Sitter.
On se retrouve alors avec une équation de Langevin de la forme,

X — _.SVJ('J'EH] + &, {ﬂﬂ‘i{t!D = o dDirac(t — tj]-. {E'~1"1-'"'1]

ol les deux coefficients 3 et o sont indépendants de y,,. Dans ce cas, il est possible de
reconstruire de maniére non ambigué |'évolution de la probabilité de distribution de £ 3 partir

de I'évolution infinitésimale de ses moments. Plus précisément la fonction de distribution de
probabilité de y, suit la loi d'évolution suivante [73],

2
8P = %aﬁHP + By, (V'P),

(8.145)
équation dite de Fokker-Planck.




Dans le cas qui nous intéresse on a, 5 = 1/(3H) et o = H3?/(2x). P(x,.t) est alors

solution de,
1

T 3m
Une telle équation décrit en fait le comportement d'une marche aléatoire dans un paysage
énergétique donné par la forme de V(x ). Le comportement d'une telle marche est illustrée
sur la figure 8.14.
Cette formulation posséde un avantage énorme sur une approche directe. |l est en effet
possible de dériver le comportement asymptotique, 3 grand temps, de la solution de cette
éguation. Elle conduit en effet a une solution d’'équilibre donnée par [243],

by, (V'P). (8.146)

i.:'.
B~

r— F r > ST"_E 7 =
,ptq =N 1{}){1] (—WE [Z{’HJ) ’ N = f . exp (_WL ['J;‘_’H }) dj{’H [81—11’]

— a0

indépendamment des conditions initiales. Cette solution est évidemment valable pour un champ
libre massif**. On obtient alors la distribution suivante,

2m | fixim?ﬂ?
PO) = g7\ 3 &P |~ 377 |- (8.148)

Il est 3 noter que cette distribution donne

3H4

25 3"
B m-

2
() = (8.149)
en accord avec ce qu'une approche rigoureuse permet d'obtenir pour le comportement de (:fi,}
avec la masse (voir appendice B). Les divergences infrarouges rencontrées en espace de de Sitter
ne sont donc pas strictement de nature quantigue. Elles viennent de |'accumulation de modes
super-Hubble.
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Univers homogéne, univers inhomogéene

La meétrique de Friedmann-Robertson-Walker. Introduction a la notion
de distances et d’horizons. Inhomogénéités de 'espace temps. Relations
entre métrique et quantités observables. Outils statistiques : fonctions de
corrélations et spectres de puissance.

Le développement des instabilités gravitationnelles

Identification des modes propres d'instabilite. Decomposition Scalaire-
Vecteur-Tenseur et identification des modes de jauge. Ewvolutions sub- et
super-Hubble. Modes adiabatiques et modes 1socourbes.

L'inflation, paradigme et prédictions I
La nécessité d'une phase inflationnaire. Quelle quantité d'inflation 7 Forme
de Mukhanov de I'action et quantification des champs. Transition quantique-

classique. Spectres de puissance induits.

L’inflation, paradigme et prédictions II
Ondes gravitationnelles. Relations entre indices spectraux. Consequences
sur le fond diffus cosmologigue.

Modeéles inflationnaires
Inflation a un champ, chaotique, en loi de puissance. Modeéles hybrides,
modeles construits a partir des théories supersymeétrigues. Inflation multi-

champ. Action de Dirac-Born-Infeld.

Au dela du régime linéaire, 'univers primordial, I'univers local
Couplages de modes dans 'univers local. Couplages de modes pendant la
phase inflationnaire. Prédictions de I'inflation standard.
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Prédictions sur les fluctuations scalaires et
tensorielles
relations entre indices spectraux
Consequences sur le fond diffus cosmologique
contraintes observationnelles, discussion




Rappel : fluctuations scalaires induites en inflation
u=—2R =2+ adp (8.52)

apy
2= : 8.5
oy [
L’équation du mouvement pour u, que l'on tire de I'équation de Klein-Gordon et des
équations d'Einstein, prend alors une forme trés simple [182],

"

gy (L-E = E—) u = 0. (8.54)

Z

(C’est un résultat tout a fait remarquable. Remarquons au passage que le terme de
masse 9°V/dp® du champ ¢ a été absorbé dans z"/z. La variable u a de nouveau un
terme cinétique standard. C’est un champ libre de masse variable 2" /z. En fait pour
etre plus rigoureux il faut remarquer que l'action de Hilbert-Einstein en présence
d'un champ scalaire de potentiel quelconque devient

2 /]

B o g w1 ;u_z
5_,/'1”{“‘(2 > +22)




HE VE HE
= = ——, (8.57)
L 4k3e,
ou les indices , indiquent qu'il faut prendre la valeur de la quantité correspondante au
moment ol le mode sort de 'horizon. e.g. k/(aH) = 1. Les mesures des amplitudes
des anisotropies de température du fond diffus cosmologique donne 'amplitude du

spectre de fluctuation,

Pr(k)

k® Pp(k) =~ 4107 en k= 0.05/Mpc (8.5

— H ~ 4107*/e Mp,. (8.59)

La valeur précise de H dépend done non seulement de 'amplitude des fluctuations
de meétriques observées mais aussi de la valeur du parametre de slow-roll. Celui-ci
dépend du modele inflationnaire. Les parametres de slow-roll vont aussi intervenir
dans la forme du spectre.

En effet 'amplitude de Huctuations de métrique attendues dépend de I'échelle a
travers les variations de H,, V, et V] avec k au moment ot celui-ci traverse 1'échelle
de Hubble. L'équation (8.57) permet de calculer les corrections a l'indice spectral &
'ordre dominant!! dans un développement en slow-roll. Remarquons que la condition
k = aH implique que,

V e
M3oV/dyp

dloghk = H'dyp = — (8.60)




ce qui donne,

d log Pr(k)
d log k
L’'indice spectral que l'on definit traditionnellement pour les fluctuations de densité
correspondante est alors,

= —3 — 6e + 21. (8.61)

dlog Pr(k)
dlog k

Les derniéres données de WMAP supperent fortement que n, — 1 soit différent de 1.
Les données donnent

n, =44 — 1 — 6e + 2n. (8.62)

n, = 0.95133 05, (8.63)

Cas des potentiels quadratiques et quartiques

On peut facilement montrer = B
que pour un potentiel N, ~ 1 w5 - 2 My,
quadratique on a : 2p M5, (2

Pour un potentiel quartique —1
ns b -

3
ona: N,




8.3.7T Modes tenseur : le fond stochastique d’ondes gravita-
tionnelles

Un mode scalaire a été identifié ; il reste deux modes tensoriels tels qu'ils ont été
décrits dans 'annexe A. L'action pour ces modes s’'obtient facilement en développant
'action de Hilbert-Einstein jusqu’a 'ordre deux'? en hi;,

= 1 3 23t pHf oo 3 ik
ST =511z f dxdna? [HH" — hiih*,] (8.64)

Définissons v, ces deux modes de polarisation, par,

a(n) hy

Un — ¥
P 2Mp
de maniere a ce que l'action prennent maintenant la forme,

i)

1 i ) It
St = E 5 [ d3xdn [-Lf — vpv," + —113] : (8.66)
=22

L

Les deux modes de polarisation se quantifient alors comme un mode scalaire des
lors que 'on remplace 2"/z par a”/a. L'équation d'évolution des modes v,(k) s'écrit
naturellement,

/)

e o

dn?




S1 au moment de la traversée de 'horizon on peut supposer que 'univers est
proche d'un univers de de Sitter alors les modes vy(k) prennent la forme,

1 ,
k) = —— (1 = ﬁ?) expli k1. (8.68)

qui donne 'amplitude des modes a la traversée de 'horizon. Ils vont conduire a des
Huctuations tensorielles dont le spectre total (prenant en compte les deux modes de
polarisations) est donné par.

H?
k3
Remarquons tout de suite que, contrairement au cas des fluctuations sealaires, 'am-

plitude des fluctuations de métrique tensorielle est directement proportionnelle a la
valeur de H pendant la phase inflationnaire. Si on définit r comme le rapport des 2

spectres,

Pr(k) =4 (8.69)

_ Pr(k)
~ Pr(k)’

il vient dans 'approximation de slow-roll,

r (8.70)

T = 16e.




Quels modeles d’inflations ?

De l'inflation aux grandes
structures et aux anisotropies et
polarisation du CMB
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Spectres de puissance

Angular Scale

Des fluctuations de densite
dans l'univers local
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Decrire les proprietes statistiques de
'univers

3.2.2 Fonction de corrélation a deux points et spectre de
puissance

La fonction de corrélation est définie comme la moyenne d’ensemble conjointe du
champ en deux positions différentes,

£(r) = (0(x)d(x +1)), (3.9)

qui ne doit dépendre que de la norme de r a cause de 'homogénéite et de 'isotropie
statistique.
On peut par ailleurs décrire tout champ scalaire 4(x) en terme de ses composantes

de Fourier®.

3
5(x) = / (Q:-:]l;;i 5(k) explik - x). (3.10)

et de maniere equivalente,

Ix
5(k) = jﬁ 5(x) exp(—ik - x).




Les modes de Fourier 4(k) sont des variables aléatoires complexes. De plus comme
d(x) est réel, on doit avoir,

d(k) =87 (—k). (3.12)
Il n’y a donc en quelque sorte qu'une moitié de 'espace de Fourier qui compte. Les
propriétés statistiques du champ 4(X ) sont entierement déterminées par les propriétés
statistiques de 4(k). Dans l'espace de Fourier, les corrélateurs deviennent

3 3
(51930 = [ {';’;‘3 (;ﬂr}a (5(x)5(x + 1)) expl—i(k + k) -x —ik'-1]  (3.13)

ce qui donne,

(6(k)6(K")) (r) exp[—i(k + k') - x — ik’ - 1]

d*x d&r
/ B @) &

Spieac(k + K') [ Br £(r) explik - r)
= Opinc(k +K') P(k), (3.14)

ou P(k) est par définition le spectre de puissance du champ 4(x). La relation inverse
entre le spectre de pmssance et la fonction de corrélation a deux points s’écrit donc,

43k

£(r) = [ Gy PR explik ). (3.15)




Calcul des fonctions de

transfert




Les photons

Distribution de corps noir :

Evolution geodesique : odl - ad?

1
:> L_;I?{H +@) = dr; [*'I’ + W) si O estla fluctuation locale de température

o af af dx; df dp af dy; o
Couplage avec la matiere st oc @ Tapar Tonar — OV

clf] = C,E{ - [ Dae Do D, (21)* ot (B + 7 7y 7o) M x

9(@,) £(7,) — a(@.) £(7,)] . (5.74)

a’ [i‘!-%-l—-il{ff-fg'}?—?]
P D




Décomposition multipolaire

13k k-~
0(x,v) = {; 57 explik - x| [fo(k) — 1 kjﬁ'l[k} £ A=)H ( ) ﬁ;{l«.}}

Valable pour un mode donné

Equation de la hierarchie

0, —gaj IE
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... mais on a oublié la polarisation




La matiere

Pas de pression, donc il suffit d’avoir les équations de conservation de I’énergie et de I'impulsion

(@Jm) = 30’ — kVq.

Fm

matiere noire (sans interaction)
V! + HV, = k¥

matiere baryonique

—llr;i'-l.

V! + HVe = k¥ + 7' (Vo — 6)) 22
Suﬁ'h




Evolution des fluctuations

Le contraste de densité du plasma photons + baryons en couplage fort
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Contrastes de densite

Evolution des contrastes de densite

FiGc. 5.4 — Evolution comparée
de 'amplitude des contrastes de
densité geénéralises A pour la
matiére noire (lignes continues)
la matiere baryonique (pointillés
longs) et les photons (pointillés
courts) pour deux modes diffé-
rents (k = keq./10, lignes fines et
k = 10k, , lignes épaisses). Les
parametres cosmologiques sont
ceux du modele standard. On
suppose que la transition cou-
plage fort-couplage faible se fait

de maniére instantanée a a/ap =
102,

—— — ..de l'importance de la matiere noire




0.00001

Fig. 55 — Schéma représen-
tant la forme de la fonction de
transfert pour des modeles de
type CDM et HDM et la forme
des spectres qui en résultent si
le spectre de Huctuations pri-
mordiales est de type Harrison-
Zel'dovich. Les lignes continues
correspondent 4 un modele de
type A-CDM; les tirets cor-
respondent 4 un modele CDM
"standard” (sans constante cos-
mologique) et les pointilles a
un modele HDM avec la méme
quantité de matiére noire que
pour le modele CDM. On voit
que la coupure dans le cas
des modeles HDM est beaucoup
plus brutale que pour le modele
CDM correspondant. On peut
remarquer pour le cas du mo-
dele A-CDM la présence d'os-
cillations acoustiques. Celles-ci
sont dues au fait que dans ce
cas la les baryons représentent
une fraction significative de la
matiére noire (20%) ; Leur pré-
sence influence done la forme de
la fonection de transfert.




Les ondes gravitationnelles

by | on [hy]

F1a. 7.2 — Evolution de 'amplitude des polarisations des ondes gravitationnelles en
fonction du temps conforme pour différents modes. La ligne continue correspond a
kfjeq. = 0.1, les tirets longs a krj,,. = 1. et les tirets courts a kg, = 10.. On voit qu'on
passe d'amplitude constante aux échelles super-horizon a un systeme d’oscillations
amorties sous 'horizon.




Le développement de la polarisation

1 (.f:ﬂadﬁ [f(p,v.e1) + f(p.v.e2)] /2 1)
1 [ P d3p folp) '
1[p°dp [f(p,1,e1) — fp. 7, €2)] /2
4 [P dp fo(p) '

A l'interieur de la surface de
derniere diffusion

une nouvelle hiérarchie.




La polarisation, modes E et B

Q) +iU(f) = ) 2a1,m 2Yim(B),

Im

Qi) —iU(R) =Y _saim —2Yim(R).

im

ETNE

De ces composantes, il est utile de construire les composantes E et B associées,
respectivement champ secalaire et pseudo sealaire sur la sphere eéleste. On peut définir
celle-ci par exemple par leur coefficients multipolaires pa;., et papm,.

B0 = —(201m+ _atpm)/2

BAlm = i(201m — _281m)/2




Modes scalaires sur la
sphere celeste

Superposition d’harmoniques
sphériques a m=0

Q=0 et B=0

Modes tenseurs sur la
sphere celeste




1(14+1)C,, modes scalaires

50 100 200 500 1000
I

Fic. 7.5 — Spectres des ani-
sotropies de temperature et de
polarisation correspondant aux
parametres du modele concor-
dant. Ces spectres sont ceux in-
duits par des Huctuations seca-
laires. La courbe continue cor-
respond au spectre de tempéra-
ture; la courbe en tirets longs
au spectre ] “E'. 13 courbe en ti-
rets courts au spectre CP¥ et la
courbe en traits mixtes a [_-ETE
ol les parties continues corres-
pondent a des corrélations po-
sitives, les parties pointillées a
des correlations négatives. Les
effets secondaires dus aux len-
tilles pravitationnelles ont été
pris en compte. lls sont respon-
sables de I'apparition des modes
B. Ces spectres ont été calcules

a I'aide du code CMBFAST.




1.x10~°

1(1+1)C;, modes tensoriels

50 100 200 500 1000
1

Fic. 7.6 — Spectres induits par
des fluctuations tensorielles. Les
parametres sont ceux du mo-
dele concordant avec r = 0.3
Les notations sont les memes
que dans la fipure précédente.
On voit que les modes B et les
modes E ont des amplitudes si-
milaires. Cependant les modes
E intrinséques ne dominent sur
les modes B induit par les effets
de lentille qu'aux tres grandes
échelles.
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Contenu en matiere de
'univers
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Cosmologie et fluctuations

primordiales

SPhT, 9 novembre - 14 decembre 2007



Univers homogéne, univers inhomogéene

La meétrique de Friedmann-Robertson-Walker. Introduction a la notion
de distances et d’horizons. Inhomogénéités de 'espace temps. Relations
entre métrique et quantités observables. Outils statistiques : fonctions de
corrélations et spectres de puissance.

Le développement des instabilités gravitationnelles

Identification des modes propres d'instabilite. Decomposition Scalaire-
Vecteur-Tenseur et identification des modes de jauge. Ewvolutions sub- et
super-Hubble. Modes adiabatiques et modes 1socourbes.

L'inflation, paradigme et prédictions I
La nécessité d'une phase inflationnaire. Quelle quantité d'inflation 7 Forme
de Mukhanov de I'action et quantification des champs. Transition quantique-

classique. Spectres de puissance induits.

L’inflation, paradigme et prédictions II
Ondes gravitationnelles. Relations entre indices spectraux. Consequences
sur le fond diffus cosmologigue.

Modeéles inflationnaires
Inflation a un champ, chaotique, en loi de puissance. Modeéles hybrides,
modeles construits a partir des théories supersymeétrigues. Inflation multi-

champ. Action de Dirac-Born-Infeld.

Au dela du régime linéaire, 'univers primordial, I'univers local
Couplages de modes dans 'univers local. Couplages de modes pendant la
phase inflationnaire. Prédictions de I'inflation standard.




Plan du coursV

® Modeles inflationnaires

A grande valeur du champ et a petite valeur du
champ

inflation hybride

Inflation F et D term en SUSY
autres...

® |a fin de linflation, reheating et preheating
® Vers une théorie des perturbations quantiques
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Modeles d’inflation : une premiere
classification

A grande valeur du champ A.D. Linde 1983

e

>

A

A petite valeur du champ

A




8.4.1 L’inflation hybride A.D. Linde 1994

Les modeles hybrides mettent en jeu deux champs scalaires pendant la phase
inflationnaire, un champ léger ¢ et un champ lourd. Le potentiel prend typiquement
la forme suivante,

2
Vip, o) =V(p)+ g (JE - crg) + %ﬂzp? (8.74)
ou on a un introduit des couplages quartiques entre champs et un parametre op qui
est la vev du champ ¢ au minimum du potentiel. Un examen succinet de la forme du
potentiel montre en effet que pour de grandes valeur de ¢ la masse effective carrée
de o est gp? — 2uod. Celle-ci est positive tant que ¢ > . avec




Fic. 8.5 — Forme du potentiel
pour un exemple de modele d'in-
Hation hybride. L'inflation a lien
pour de grandes valeurs de .
it Quand la valeur du champ ¢
el - _. devient plus petite que ., la
- 0.00002 - masse du champ o devient néga-
i irin e tive et I'inflation se termine avec
le développement d'une instabi-

5 Rl lité tachyonique.

ix1o™ 2
4x 107

0.00001

Dans un tel seénario, on peut donner un certain nombre de résultats génériques.
Si V() est de la forme m?p® et si cette partie du potentiel reste négligeable devant
Vo alors les parameétres de slow-roll

2

1 m?p? m
e et n=—. 8.76
2 W ? Vo { )

€

Si effectivement ¢ < Mp alors 7 = € et ny, = 1 + 21. On trouve ainsi que
ns — 1 est donné par la masse effective de I'inflaton. Pour un potentiel standard
quadratique ou quartique dans les champs, ce résultat est en contradiction avec
les résultats de WMAP. Rappelons tout de meme que des incertitudes pesent sur
ces résultats. Cela étant il est possible de contourner ce probleme avec un modele
dit inversé V(p) = —1/2m?¢? ou encore si V() ~ log(y), une situation que 'on
rencontre justement dans les modéles inspirés de la physique des hautes énergies (voir
complément 8.7.7). Dans ce dernier cas il vient plus précisément,

1 3g°
ﬂszl—ﬁ(1+@). (8.77)




8.7.7 Inflation hybride dans un contexte supersymetrique

Les modeéles de physique des particules dit supersymétriques occupent une grande part des
développements actuels de physique des hautes énergies notamment pour la construction de
modeéles au deld du modele standard. La supersymétrie et son extension naturelle, la super-
gravité, permettent en effet de résoudre un certains nombres de difficultés liées au modele
standard®”.

On ne trouvera pas ici de présentation des théories des champs supersymétriques. |l existe de
nombreux ouvrages sur le sujet. La revue [169] en présente les idées de bases dans un contexte
cosmologique. Pour aller a I'essentiel disons simplement qu'un Lagrangien sera supersymétrique
s'il est invariant selon des transformations discrétes au cours desquelles on échange le rile des
bosons et des fermions. Pour qu'un Lagrangien seoit invariant sous de telles transformation il faut
qu'un certain nombre de relations soient vérifiées entre les masses des bosons et des fermions
et leur amplitude d'interaction. L'ensemble des bosons et des fermions qui s'échangent ainsi
constituent un supermultiplet. Le cas le plus simple est celui du supermultiplet chiral avec des
bosons de spin 0, et des fermions de spin 1/2. Ce supermultiplet est décrit par le Lagrangien
de Wess-Zumino suivant,

| TR | , A - 5 : : i e
L=—2838"+ 29 IV —mld——od(ér ~trda)d—m 6| —mA [8]? (9+¢%) — A% g’

2
(8.182)




D'une maniere générale le terme de masse des fermions s'obtient avec la dérivée seconde du
superpotentiel par rapport au chacun des scalaires du supermultiplet. Ainsi le lagrangien contient

les termes

Eg—Euu. + L= V¥p— Ve— Vigots (8.185)
_ W &
Y g0,
qui, on le voit dans I'exemple précédent, induisent aussi bien des termes de masse des fermions
que des termes d'interaction du Yukawa. Le terme de masse et d'interaction des bosons est

donné par deux contributions, le terme dit F' et le terme dit [). Le premier découle directement
du superpotentiel de la maniére suivante,

AW (AW
s ; by (ﬂ*ﬁ:‘) ' e

(8.186)

Ly =

le deuxieme vient d'une éventuelle charge ¢; associée aux multiplets et dépend de deux autres
parameétres, |'amplitude de |'interaction de jauge associée g et un paramétre dimensionné libre

£

2

2
Vb = ‘% (Z qidid; + 5) . (8.188)

Une formule simple, la formule de Coleman-Weinberg [76] contient
les contributions 3 'ordre d'une boucle 3 I'énergie du vide. Elle est donnée par

m? 3 : m: 3
LI—bDUC]E 51} - Z'ﬂ‘lﬁ —Zm; +E|...1‘,'.T2 Z?Hb (]Dg e . § : f >

(8.180)
oll mp et my sont les masses de respectivement chacun des degrés de liberté bosoniques et
fermioniques et A est I'échelle de régularisation. On peut le vérifier, ce potentiel s'annule quand
fermions et bosons ont la méme masse.




Inflation par le terme F G. Dvali, Q. Shafi, and R. Schaefer, 1994

Comment alors générer une phase inflationnaire dans ce cadre 7 Une telle phase correspond
a un état de vide dans lequel la valeur du potentiel est non nulle. Il est effectivement possible
de réaliser un tel état avec un superpotentiel relativement simple [91],

W = ASod — u’S, (8.190)

oll S, ¢ et ¢ sont des champs scalaires complexes. Si besoin on suppose aussi que ¢ portent

des charges opposées 3 ¢ de maniére 3 ce que W soit sans charge.
Alors le potentiel prend la forme (on ne fait jouer ici aucun réle au terme D),

V = 2S (81 + 817) + INge — . (8.191)
Pour étudier le paysage énergétique qui s offre & nous, faisons le changement de variable suivant,

6 % (n+7%) (8.192)

o 1
b = g 8.193
@ \.-"ﬁ (n—7) ( )
ce qui conduit a ,
; ] =i T 1 o,
[¢1° + [81* = [nf* + [7* et ¢¢ = - (n* —7), (8.194)

de telle sorte que,

» |
V =28 (Inf* + [®) + 520" —7) — . (8.195)

On peut vérifier que le minimum absolu du potentiel se trouve pour

T H - g
=70, et T}:[I_ILT“:—_]?EZD;I QL 3}:[], {?}lzﬂ,ﬂ?:i

VN

si 1 et 1o sont respectivement les parties réelle et imaginaire de r. Notons qu'en ces points on
alV =0

) (8.196)




Il existe cependant des directions plates le long desquelles le potentiel est constant si le
module de § est suffisamment grand. En effet quand 7 et 7 sont nuls, le potentiel vaut u*,
indépendamment de la valeur de &. C'est un minimum stable si autour de ces points les
dérivées secondes du potentiel sont positives c'est a dire si les masses sont positives. A partir
de la forme (8.195) il est possible de trouver |'expression des masses. On trouve deux valeurs
propres distinctes pour la matrice de masse,

(mbPeem)? _ AZIS12 4 Au?, (8.197)

les signes + correspondant aux parties réelle de » et imaginaire de 7, les signes — aux parties
imaginaire de 5 et réelle de 7.
Le potentiel reste dans ce minimum local tant que,

XSSP = p?A (8.198)

c'est a dire tant que § > S, avec,

S =——. :
A (8.199)

Cet état de vide brise la supersymétrie : autour de cet état les masses des fermions et des
bosons ne sont plus identiques. Les masses des fermions sont données par,

i T e 1 (8.200)

Le potentiel doit alors &tre corrigé des corrections radiatives. De 'expression 8.189, il vient,
xs S
iy it
1672 A
C'est ce terme qui permet le roulement lent de valeurs de & > &, 3 & = &,., moment auguel

une instabilité tachyonique se développe qui met fin 3 l'inflation (voir texte). Pendant la phase
inflationnaire le potentiel prend donc la forme,

1i’r,l—l::n:ru-:.lnlz = ES-?DIJ

(8.202)




Inflation par le terme [ FP. Binétruy and G. Dvali 1996

Le mécanisme qui conduit 3 un modele inflationnaire par le terme ) est tout 3 fait similaire

a celui conduisant a une inflation par le terme F' [47]. |l s'appuie sur des champs chargés dans

un groupe de jauge - dans la suite ¢ a une charge positive et ¢ a une charge négative - et sur

une valeur non nulle de £. Le superpotentiel qui conduit 3 un modéle inflationnaire est donné
par,

W = ASag, (8.203)

ce qui conduit 3,

2

(8.204)

2
V=V +Vp =XSP ([ +1417) + X8l + T (141 ~ [B° +£)

De la méme manigre que précédemment un tel potentiel présente une direction plate stable
donnée par,
o=0, =0, §>5; (8.205)

&= %ﬁ_ (8.206)

Dans ce cas le potentiel pendant la phase inflationnaire est donné par,

i A164 & &
infla. — 3 (1 T 2 log S: 1

2g°2 iy -




I nfl ati O n D B I A. Silverstein et D. Tong 2004

Lagrangien motive par les théorie de cosmologie branaire.
Linflaton, identifie comme la distance inter brane, obeirait
alors a I'action de Dirac-Born-Infeld

M3 ; '
§=—2 [ d'zy=gR- / d'oy/=g [f(8)"\/ 1+ f(8)9"8,68,6— f(#) ' +V(4)

=

avec typiquement

f(¢) =~ &

P —f(¢)'V1-2Xf(d)+ f(d) — V(9),

- f.lr'l:":l _i -
F = 32XP-—P— : — fle) " + V()
X TT—9X10) flo (@

Linflation a lieu quand /1 -2x/(¢) tend vers 0.




Inflations multi-champ...

¢ Multiple field inflation
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Cela implique que la présence de fluctuations isocourbes
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Modulated inflation in Sugra hybrid D-term inflation

FB, Kofman, Uzan, 2004
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Deux champs massifs de masses
differentes

Fic. 8.13 — Exemple de tra-
jectoire inflationnaire dans le
cas de champs champs massifs
i, et g avec my = Hms.
Les pointillés longs représentent
la dynamique exacte, les poin-
tillés courts la solution de slow-
roll. La ligne continue matéria-
lise les lieux ou n = 1 et les
niveaux de gris correspondent
aux isocontours de 7. Dans les
regions sombres les conditions
de slow-roll sont donc violées.
Pour les choix de parametres et
de conditions mitiales, on voit
qu’on traverse une région ou les
conditions de slow-roll ne s’ap-
pliquent pas.




La fin de l'inflation




8.5.1 Le réchauffage Kolb Turner, 1990

Une premieére estimation de la température de réchauffage a la fin de l'inflation
peut étre basée sur des arguments cinétiques simples (pour plus de détail voir [155]).
Pour un nombre de degré de liberte effectif de 'ordre de 100, la valeur de la constante

de Hubble est donnée par, i ,f
. i 9+ e b
d. (mu) ‘ &h)
si toutes les especes sont relativistes. Cette température est 4 comparer aux taux
de réactions, en particulier au taux total de désintégration I',,; de l'inflaton. Tant
que o est grand devant H, 'équilibre n'est pas atteint; on s’attend donec a ce
que la température cosmologique remonte jusqu’a la température T,,. pour laquelle
H =~T,, . La température de rechauffage estimée est donc,

o\ —1/4
Tree. 2 0.5 Mpy (19{] ﬂ) ST (8.96)

I1 faut encore calculer I'y,; . Une approche perturbative pour le calcul des taux de
désintégration peut etre mise en oeuvre ; elle conduit aux caleuls de ceux-ci en négh-
geant les effets collectifs ou cohérents. Par exemple pour un terme en A®oy? couplant
les champs scalaires @, o et v dans le Hamiltonien, si la vev de o est non nulle le taux
de désintégration de @ en particules x est I's_., = Mo?/(87ms) ; pour un terme de
Yukawa en A®@P¥ couplant un champ secalaire ® et un champ fermionique, le taux
de désintégration est Tg_ g = A*mg /(87).




8.5.2 Le préchauffage L. Kofman, A. Linde, and A. A. Starobinsky, 1994

La théorie du préchauffage décrit la maniere dont 'énergie stockée a la fin de
I'inflation dans le mode zéro de l'inflaton est transférée dans les autres champs et
vers des modes de plus petites longueurs d’'onde. Comme on le verra cette production
de particules est associée a une variation de leur masse effective. Celle-c1 va dépendre
de maniere cruciale des différents couplages qu'il v a entre 'inflaton et les antres
champs en présence, champs bosoniques ou champs fermioniques.

Pour illustrer notre propos on va considérer le cas d'un modele inflationnaire avec
un potentiel quadratique pour 'inflaton @ et un terme d'interaction standard entre
champs scalaires ¢ et v,

. I P -

Vid) = Emtb'i? - 29 D x". (8.97)
Dans un tel modéle la masse effective du champ v est ¢°®* et va done varier au
cours de l'évolution dynamique du champ ®. Dans la suite on va done s'intéresser a
la production de particules ¥ pour un mode k donné. L'équation de Klein-Gordon
décrivant 1'évolution du mode k s'éerit.

12
Vi +3H v + [E - gzqﬁ{t}} yi = 0. (8.98)




Au champ yk est done associee une fréquence caracteristique wip = ,‘/ k2/a® + g2 ®2(t).
Si1 celle-ci est constante ou varie peu on s’attend a ce que vy se comporte comme
oscillateur amorti de fréquence wy. La fipure 8.7 montre 1'évolution conjointe des
champs ® et y. L'évolution du champ ® correspond i son mode zéro. On v voit
le développement d'oscillations amorties. L'évolution du champ yx a une amplitude
arbitraire et correspond a un mode £ — 0. On peut remarquer une amplitude d'os-
cillation constante par plateaux ; cette amplitude variant brusquement aux moments
o1 la valeur de @ passe par zéro. Cet effet peut etre plus facilement appréhendé sur
le panneau du bas de cette figure. On v voit l'invariant adiabatique ny défini par,

1 1d 3/2... 2 1
(@ xk) _[_Ewk[aﬂfi

1
xK)? — 5 (8.99)

coa 2l dt
Celui-ci décrit le nombre de particules produites. Pour une évolution adiabatique
du champ celii-ci doit rester constant. On voit qu'il 'est par plateaux. Il change
cependant brusquement, dans un sens ou dans 'autre, au moment ou ® s’annule.
A ce moment la en effet la masse effective du champ s’annule et la production de
particules peut se faire sans dépense énergétique.

Ce comportement peut étre analysé plus précisément en remarquant que l'équa-
tion d'évolution de 'amplitude du champ yx peut etre ramenée a4 une équation de
Mathieu [154]. Pour cela remarquons dans un premier temps que I'évolution de @
prend, avec une trés bonne approximation, la forme suivante,

P(t) = Pypp () sin(mgt) (8.100)

\E Mn (8.101)
Imat




Fig. 8.7 — Comportement d'un
inflaton massif, @ et d'un champ
scalaire y couplé a celui-ci a la
fin de la phase inflationnaire. La
firure du haut montre 'ampli-
tude des champs, ligne continue
pour le champ y et tirets pour le
champ ®. On y voit que I'ampli-
tude des oscillations du champ v
est constante sauf quand la va-
leur du champ P passe par zeéro.
La fipure du bas montre I'évolu-
tion par plateaux de l'invariant
adiabatique nx donnant la den-
sité comobile de particules.

dit) et yit)

JE-C.E g.Eq-,E

i (8.103)

Ar=2q+
k q 2] ‘4:??1?1,

mg a?’ =
Cette équation correspond a l'équation de Mathien de parametres g et a = A;.
L’étude de cette équation montre qu'il existe dans le plan ¢4 des bandes d’insta-

bilite. Elles sont montrées sur la figure 8.8. Au cours de 'évolution cosmologique le




Carte d’instabilite de
Mathieu

Exposant caractéristique

Fig. 8.8 — Carte montrant les
zomnes, en gris, d'instabilité de
'équation de Mathieu en fonc-
tion des parametres a et g. L'in-
stabilité est d’autant plus 1m-
portante que les régions sont
plus sombres. Dans le cas d'un
prechauffage avec un nflaton
massif, la dynamique décrivant
la production de particules vy
parcours difféerentes régions de
cette carte. La ligne continue
correspond au cas k — ().




Fic. 8.9 - Simulation numé-
rique sur résean de l'évolution
des nombres d'occupation g
du champ y dans le modele
(8.97) en fonction du temps. A
temps court on voit 'effet des
bandes d'instabilité; a temps
plus long les interactions entre

I'h‘

| T F““-—._ - 5 L
~ 1Y i e W modes conduisent a une dis-

i — .
— =3

e - ._ e
LN TR A

tribution lisse, éventuellement

thermique des modes. Figure ti-
rée de [148].




Vers une theorie des
perturbations
quantiques

Peut-on “voir” les differents operateurs du
Lagrangien !




B.4.1 Hamiltonien d’interaction et opérateurs d’évolution

On est donc amené a définir formellement 7. dp, T et or de telle sorte que,

p(t,x) =(t, x) + dp(t, vr)
et
w(t,x) = w(t,x) + on(t, vr) (B.59)

o1 7 et T sont les champs classiques obéissant aux équations d’évolution classiques
(B.7-B.8) .

Les commutateurs des champs avec le Hamiltonien s’annulent avee la partie clas-
sique du champ ce qui implique que”,

P(x) +0p(x) = i[H(p(x),7(x)),8(x)]. (B.60)

Le Hamiltonien peut etre décomposé en une partie classique., responsable de 'évolu-
tion des parties classiques, et une partie "quantique” responsable de I'évolution des
parties quantiques. Plus écrivons Hg comme le reste d'un développement de H par
rapport a ses variables autour de la trajectoire classique a 'ordre linéaire,

Holbp(x),dr(x)] = Hlp(x),7(x)] — H[p(x), 7(x)]

ik Pix), m(x)] — L w(x), T(x

On peut alors vérifier a 'aide des relations (B.7-B.8) décrivant 1'évolution classique
des champs que I'équations (B.60) devient,

dp(x) = i[Ho[8p(x),dr(x)], 8p(x)]. (B.62)




Pour la mise en oeuvre de la théorie des perturbations on va aussi devoir se donner un
temps f; en deca duquel on suppose que le Hamiltonien d'interaction ne joue pas de
role. On peut alors considérer deux types d'évolution. I'évolution des champs suivant
le Hamiltonien libre, et celle obtenue suivant le Hamiltonien complet. On définit ainsi
@ évolution de champ libre, e.g. celle obtenue par

5p0) (x) = i [H [8p(x), or(x)], 8o (x)] . (B.64)

810 (t;) = dp(ts). (B.65)

Considérons maintenant une quantité observable €Q(f), une fonction quelconque
des champs @(t, x) et w(f,x). Ce peut étre par exemple un produit de champs pris au
meme temps. Alors on veut exhiber un opérateur (ou les opérateurs) ne dépendant
que des champs libres et permettant d’exprimer @(t) en fonction de Q%) (¢), la méme

observable ecaleulée sur les champs libres.
Les opérateurs unitaires U(t,t;) et Y% (¢, t;) définis par,

Hitit) = W9%.5) =1 (B.G6)
Ut t) = —ild(t,t;) Holel t}] (B.67)
E-:f.{m{t, tf} — —ﬂ{ﬂ (t,ti H@ [l,ﬂ'

sont tels que

Sp(t) = Ut ;) dplt UL, t;)
8pO(t) = (U, t:) Solt; UO(EL, 1)




Il est alors possible de réécrire les équations d’évolution de ces opérateurs sous la
forme,

Ut ti) = —iHglt, p(t:), m(t:)]U(t, t:)
UOt,t) = —iHS [ o), m(t:)] U (¢, )

apres avolr fait agir ces opérateurs sur 'argument des Hamiltoniens. Notons qu'il
reste une dépendance en temps dans le Hamiltonien qu elle n'est pas changée.

Alors l'opérateur U'Y)(t, t;) défini comme
UD(t,t) = UO)(t, 8 UL ) (B.73)
verifie de plus I'équation d’évolution,
U (t,t;) = —iHD 80 (8), & O (1)) UD (¢, 1) (B.74)

on il est important de remarquer que le Hamiltonien d'interaction est calculé en fone-
tion des champs libres. La solution de (B.74) prend formellement la forme suivante,

Utt)=T {exp (—1 " H“th)} (B.75)
Jt;

oi1 H® est caleulé au point déerit dans Uexpression précédente. Dans cette expression
l'opérateur T est 'opérateur dit de "T-produit”, ¢'est a dire que les champs apparais-
sant dans son arguments doivent etre ordonnés en temps. En 'oceurrence les termes
du développement de 'exponentiel doivent etre chacuns réordonnés de telle sorte que
les termes écrits de gauche a droite décroissent en temps; e.g.,

t L L
Bi(e) =M =3 f dt HO(t,) + f dt, [ dts HO () HD(4) +...  (B.76)
t; L; <17

Alors U'Y) a les propriétés recherchées. Il est en effet tel que
Q(t) = Ut t;) QO Ut t;). (B.77)
ce qui peut encore eétre réécrit,

Q(t) = {Texp (i f;, E HU?df)] QO (¢) | T exp (—i [ H“}dt_’)]. (B.78)

Cette relation est la base du calcul des perturbations d’'observables dans un espace
en expansion et en particulier pendant la phase inflationnaire,




B.4.2 Développement perturbatif de corrélateurs

Dans la pratique on va s'intéresser 4 des observables qui sont des produits de
champs. Leur valeur moyenne dans le vide va done s'écrire {0|Q|0) que 'on peut
exprimer perturbativement en fonction du hamiltonien d'interaction. Ainsi on a

(0]QJ0) = (0]Q"|0)
—i [ dt, (0] [Q®, HO(1)] (o)

— [Cdta [ dts (0] [[QO. HO()], HO(22)] [0}
e W (B.79)




8.4.3 * Champs tests en auto-interaction

La possibilité d'effectivement "voir” des fluctuations isocourbes ouvre la voie a des

investigations spéficiques concernant les propriétés de champs scalaires "tests” dans
un univers en inflation. Le cas d'un champ libre ne pose pas de probléme particulier,
en tout cas pas plus aue le cas de l'inflaton. Il est cependant possible d'avoir des
effets d'auto-interaction dans les directions isocourbes. Se pose alors le probleme des

proprietes de champs tests en auto-interaction.
(Quand on est intéressé par des quantités n'impliquant qu'un vertex, 'opérateur

d’évolution peut etre développe au premier ordre en Hy,
n
Ulno,m) = s —i [ dnf Hi(of) (8.56)
Tio

de telle sorte que la partie connexe de la movenne d’ensemble ci-dessus au temps n

devient,

(i B R j;: ds (0| [vx, . .- v, Hi(x)] [O) (8.87)

ou [.,.] désigne le commutateur.
Le résultat s'écrit en fonetion de la fonetion de Green du champ libre,

oo Loy K L e e
Gl Y) =5 (1 ﬂ:-ﬁr) (1 + kﬂ,)ﬂpiﬂ»{n )l

définie comme (O|v(k, n)v(k’', 7')|0) = dpirac(k + K')G(k, 7, 17).




Le résultat s’écrit en fonetion de la fonetion de Green du champ libre,

G(k,n,n') = % (1 ~ 1 ) (1 +- ﬁ) explik(n' — n)] (8.88)

définie comme (O|v(k, n)v(k’,7)|0) = dpirac(k + K )Gk, 7,17).

Des résultats généraux peuvent etre obtenus des potentiels en auto-interaction
simples. Dans le complément 8.7.5, les resultats sont donnés explicitement pour des
potentiels quartiques et cubigues. Le premier est évidemment un choix naturel a faire

compte tenues des propriétés de stabilité et de renormalisation d'un tel potentiel.
Dans le cas d'un potentiel quartique de la forme,

A
Hi(x) = [ dxy/=g2 (8.89)

B v BE)
i
[ (Gl m) .. Glha,m) = G (kv o) . G (k. ($90)

Cette expression admet une forme explicite donnée dans le complément 8.7.5. Contentons-
nous d'en donner une forme approchée dans la limite super-Hubble.

Dans cette limite, il apparait legitime d'écrire la fonction de corrélation a quatre
points comme la somme de produits de la fonetion a deux points,

(Koo )y = w3 Ke) Bu({E) (8.91)

Pk} = w(t) T 5 (592

i gzt <N
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Loglk, ] Loglk, a] Logikn]

Fic. 8.6 — Comportement de (J; en fonction du temps. La transition d'un comporte-
ment sous-horizon a un comportement super-horizon (tirets) y est mise en évidence.
La fonction (), est dessinée ici pour une configuration en "carrée” (k) = ko = kg = ky)
en fonction de k1 = Y ki (panneau de droite), pour une configuration "rectan-
pulaire” (ky = ko = 4, k3 = 4ky) (panneau du centre) et pour une configuration
"triangulaire” (k1 = 0, k&3 = k3 = k,) (panneau de gauche).

La valeur du vertex, 14, est donnée par,

va({ki}) =

[+ Clks) +log (-0 Y k)] (8.93)

3H?

qui contient une dépendance faible avec la géométrie des vecteurs d'onde au travers
de la fonction { dont l'expression est donnée en complément et dont la valeur est
comprise entre —3.2 et —2,




Quand le terme en log (—n 3 k;) est grand, ¢’est a dire quand le nombre de efolds,
Ne, entre le moment de la traversée de I'horizon et la fin de I'inflation est grand, la
valeur du vertex est simplement donnée par,

vs({ki}) = —ANe/(3H"),

ce qui correspond a ce quune approche stochastique classique donnerait. La fipure
8.6 précise cependant le domaine de validité de ce résultat en montrant la forme de
la transition en régime quantique et régime classique an travers de la fonction,

Pﬂl[kls ;‘:21 kﬂ'. k—i}

Quthl) = Bk Palks) Paths) +sym.

(8.94)

o1 P est le spectre du champ libre. Ce qui apparait clairement ici c'est que les
couplages développés dans les champs y; sont dus essentiellement a 1'évolution super-
Hubble classique du champ.

Ces résultats ouvrent la voie a des études qualitatives précises sur la recherche de
signatures possibles de tels effets dans les données (voir la fin du chapitre précédent).
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Univers homogeéne, univers inhomogéne

La meétrique de Friedmann-Robertson-Walker. Introduction a la notion
de distances et d’horizons. Inhomogénéités de 'espace temps. Relations
entre métrique et quantités observables. Outils statistiques : fonctions de
corrélations et spectres de puissance.

Le développement des instabilités gravitationnelles
Identification des modes propres d'instabilite. Decomposition Scalaire-
Vecteur-Tenseur et identification des modes de jauge. Ewvolutions sub- et

super-Hubble. Modes adiabatiques et modes 1socourbes.

Liinflation, paradigme et prédictions I

La nécessité d'une phase inflationnaire. Quelle quantité d'inflation 7 Forme
de Mukhanov de I'action et quantification des champs. Transition quantique-
classique. Spectres de puissance induits.

L’inflation, paradigme et prédictions II
Ondes gravitationnelles. Relations entre indices spectraux. Consequences
sur le fond diffus cosmologique.

Modéles inflationnaires

Inflation a un champ, chaotique, en loi de puissance. Modeéles hybrides,
modeles construits a partir des théories supersymétrigues. Inflation multi-
champ. Action de Dirac-Born-Infeld.

Au dela du régime linéaire, I'univers primordial, I'univers local
Couplages de modes dans 'univers local. Couplages de modes pendant la
phase inflationnaire. Prédictions de I'inflation standard.




Plan du cours VI

® Au dela du régime lineaire

- Les differents réegimes

- couplages de modes dans l'univers local
® couplage de modes en inflation génerique
® modeles d’inflation non standard




® | es differents regimes, les observations

Inflation horizon crossing




Rappel : corrélateurs en théorie quantique des champs

B.4.2 Développement perturbatif de corrélateurs

Dans la pratique on va s'intéresser a4 des observables qui sont des produits de
champs. Leur valeur moyenne dans le vide va done s'écrire (0(Q|0) que 'on peut
exprimer perturbativement en fonetion du hamiltonien d'interaction. Ainsi on a

01QI0) = (0]Q“0)
—i [ dt, (0] [Q®, HO(t,)] o)

_ [ dt, f dt, (0] [[@®, HD(ty)| . HD(t,)] [0)
4 ‘ (B.79)

Termes a 'ordre des arbres en préesence d’un potentiel avec termes
cubiques et quartiques

k k,
PX1(k; Ky k3 K,) =
k




Mécanique Classique : développement des corrélations de grand
ordre

Equation du mouvement  D[¢(t)] = S(¢)

Elle peut etre resolue ordre par ordre fonction de Green

) — / Ay G(t,‘;) o(n) (¢<1>, L ¢<2>)
t

7

Les cumulants sont obtenues par développement du champ

<c1>1<1>2...>c:<(c1>§1>+<1>§2)+...) (q>§1>+c1>§2)+...)...>

que I'on peut redévelopper...

C

Termes a 'ordre des arbres en préesence d’un potentiel avec termes
cubiques et quartique, pour des conditions initiales Gaussiennes
k k

k, 3 Ky ———- ks 1
ik kok) s [ i X  sym. « !<  sym.
% K, K K, kK

2 4




arXiv:0712.1148v2, Yadav et Wandelt
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FIG. 1: We show the measured value of the non-linear cou-
pling parameter fyi, using WMAP 3-year maps, and the cor-
responding 95% error bars derived from the Gaussian simula-
tions. For this analysis the WMAP Kp0O mask was used. The
analysis is done for 4 combinations of the frequency channels:

coadded Q+V+W, coadded V4+W. V, and W.




Couplage de modes

dans le regime
Newtonien




Equation du mouvement pour une particule

Il en résulte que I'équation du mouvement s'écrit pour la vitesse particuliere u -
ecart de la vitesse totale avec le flot de Hubble - .

du a q ,0(xX")(x' —x)
-+ ou=g= G‘ﬁafd:{ e (4.3)

Cette équation du mouvement, écrite pour une seule particule, va permettre
d’écrire 'équation d’évolution de la densité de particules dans 'espace des phases,
I'équation de Vlasov. La densité dans I'espace des phases est définie par,

f(x,p) d*xd’p. (4.5)

ou X est la position comobile et p est 'impulsion. Le théoreme de Liouville apphquée
a 'évolution de la densité f donne alors I'équation de Vlasov,

df o
—f——f(:-cprr P o

! (x..1) - -m?x-fl’{x}if(xﬁpi} =0 (46

AD(x) = mCm ( f £(x,p.1)d ) @

ou 7 est la moyenne spatiale de [ f(x,p, t}d3p_ Dans toute sa généeralité cette équa-
tion est évidemment tres difficile a résoudre a cause des nonlinéarités qu’elle contient.




Al A Iy

Quand on integre I'équation de Vlasov par rapport a p on obtient (en profitant
du fait que Fa® est constant),

? + lv [p(x)u(x)] = 0, (4.12)

SV (14 5(x))u(x)] = 0. (4.13)

Le moment suivant par rapport a I'impulsion donne une autre équation de conser-
vation, celle de I'impulsion. En effet quand on integre 'équation (4.6) par rapport a
p apres 'avoir multiplié par p on a,

) 1
ot [ pifd —30i [ pipif d*p + a’p(x, t)0; = 0. (4.14)

On peut réécrire cette équation en faisant apparaitre la vitesse particuliere du flot ce
qui donne 'équation de d'Euler,

. 1 1
; + —lli_ + llj Ll,J = —E?JI?' — ; {Pgij}J . {415}




F1G. 4.1 — Description schématique de I'espace des phases apres les premiers croise-
ments de coquilles et apparntion de régions multiflots. Le schéma correspond a une
dynamique 1D.

%6(:{, t) + év,-. (14 6(x,8))w(x,8)] = 0

iuf{:{, t) + Eui{:{,t} - 1uj{:-u:, ) ;(x, 1) —1?,-[1:'{:{, t)
1 (1 L

ot
V2®(x,t) — AnGp(t)a” 6(x, t) 0.




Solutions a 'ordre lineaire

La linéarisation des équations conduit a,

)
ot
o H d

d——l—?Hﬁ'—I— EH = —f:lrerE

+ HO | (4.25)
(4.26)

apres avolr pris la divergence de 'équation d'Euler. On peut bien sur élimmer # dans
ce systeme d’équations pour obtenir,
%4 a 04

s t2-5 =4nGps. === d(xt) = Dy ()5,(x) + D-(1)5-(x),

Il n'existe pas de solution générale a (4.28) qui soit valable pour tout modele
cosmlogique. Cependant s1 on admet que le contenu de 'univers a bas redshift cor-
respond a un mélange de matiere, d'une énergie du vide correspondant a une simple
constante cosmologique, en présence éventuellement d'un terme de courbure, alors la
constante de Hubble prend la forme,

H=Ho/oPa 2+ (1- 0 — 0)a2 4 qy, (4.30)

et est solution de (4.28). C'est la solution décroissante. La solution croissante peut
facilement étre obtenue par méthode de variation des constantes. On obtient ainsi,
sous les hypotheses mentionnées plus haut,

(4.31)

D_(t) x H(t). D.(t) x H t}f

(aH)?



Au dela du régime linéaire
4.4.2 Les équations du mouvement en représentation de Fou-
rier

L’avantage de travailler en représentation de Fourler est qu'a 'ordre linéaire les
modes de Fourier évoluent de maniere indépendante. C'est la conséquence du fait
que les opérateurs qui agissent sur les champs restent locaux (les dérivées spatiales
deviennent de simples multiplications) ; par contre les multiplications de champs vont
devenir des convolutions.

Rappelons la convention adoptée pour les modes de Fourier pour un champ A(x),

3
A(k) = [ ( ;} 7 exp(—ik ) A) (4.76)

En représentation de Fourier, la réécriture des équations (4.74-4.75) devient,

_05(k, a)

o +0(k.a)

3 3
{zﬂm [d ki d%ks 6 (k — Kio)

a(ky, ko)b(ky, a)d(ko, a) (4.77)
90(k.a) 1 3 1
Y+ Z6(k,a) + =6(k,a) = — [dgk dky 6p(k — k
a—a— T3 ( 'ﬂ}_l_ﬂ (k,a) @n) 1d7ka dp( 12)
B(k1, ko)b(ky,a)f(Kke, a), (4.78)
kio (ki - ko)
pIETS

ki, ko) =




4.4.3 Le développement perturbatif aux grands ordres

L’hypothese fondamentale de la théorie des perturbations est de supposer que les
champs qui interviennent dans ces équations puissent eétre développées a tout ordre
en fonetion du champ de densité initiale®. On suppose donc que 'on peut écrire la
densité - et la divergence - comme une série de la forme,

5(x,t) =Y 6" (x,t), O(x,t) ZE“?{H (4.80)

Ce développement s’étend bien évidemment anx modes de Fourier.

A partir de (4.77-4.78) il est trés facile de montrer que la dépendance en temps
des modes croissants de chaque terme d’ordre n du développement perturbatif se
comporte comme a” et donc que I'on peut écrire,

3 3
5 (x) — [{;W;t@ﬁ(klj...{571}{526{1{“]ﬂﬂFﬂ(kl,...gkﬂ], (4.81)

o) (x)

/‘ d*k; d*k,,

5(ky). .. 5(ky) a" Go(ky, ... k,).  (4.82)

PIRE PORE




Une conséquence importante de ces propriétés est que les solutions perturbatives,
obtenues formellement a partir de développements par rapport a la densité imtiale,
sont en fait des développements par rapport a la solution linéaire.

Les fonctions F;, et G, sont toutes les deux construites a partir des noyaux o et
3. Elles sont en fait hiées par des relations de récursivité qui découlent directement

du systeme (4.77-4.78).

Fu(ar,....d,) (2n+3)n—1)

m=1

+26(k1, ko) G (G, - )|

n—1

Gn(q1,....qn) = mZ:1 ZZ(EIE}{HH?T; [3&{1{1: ko) Fr-m(Qm+1,---,4n)

~2n/3(k1, ko) G (1, - - Gn) (4.84)

omki=qi+...+0n- kKo =qma+...+Qn. K=K+ Ko, et F} = —(G4
Ainsi par exemple, pour n=2,

5 1kike 1kike 2(kiks)
E — 4= —— t+ =53,
: 7Y TR T RRE

3 1ki.k 1k .k 4 (k1.ko)?
ke lkiks (ki 2}11

Gy = —|Z24= -
’ YT i T RR




Conséquences observationnelles : le bispectre

On rappelle que le bispectre B(ky,ka) est défini par,
(6(ky1)o(ko)d(ks, 7)), = dp(ki + ko + k3) B(ky, ko),

compte tenue de I'invariance par translation des propriétés statistiques des champs.
De la relation (4.89) et de I'expression de la densité en espace de Fourier il vient
naturellement,

B(ky,kg) = 2F5(ky, ko) P(ky1) P(ks) + cye.. (4.91)
Il est alors intéressant de définir le bispectre réduit par [105, 103]
B{kh k?)

(4.92)

@ = Pl P(ks) + P (ko) Plks) + P(ks) P(Fr)

De mamere équivalente on peut défimir la fonction de corrélation a trois points
dans l'espace réel. Elle se dédmit directement du résultat obtenu en espace de Fourier
mais prend une forme fonctionnelle plus complexe a cause de I'apparition d’opérateurs
de différentiation

£3(X1,X9,X3) = [?5(113}5(@3} + VE(z13) - V7 E(03)

ul

+VE(z2s) - V6 (13) + = (VaV5 ' (213) (vuva‘s(xgg})] +cyc.,(4.93)
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Fic. 4.8 - Bispectre réeduit a
l'ordre des arbres pour des confi-
guration avec k1 /ko = 2 en fonc-
tion de I'angle @ (k, - ko = cos ).
Les différentes courbes corres-
pondent aux indices spectraux
n = —2,—15,-1,-0.5,0, de
haut en bas. Figure tirée de [34].

Fic. 5.13 — Le bispectre du ca-
talogue PSCz pour des triangles
avec 0.2 < ky < 0.4 h/Mpc et
avec deux cotés de rapport de

longueur ks /ky = 0.4—0.6 et sé-

parés par un angle #. Voir [95].




Couplages de modes
dans l'univers primordial




NG primordiales en inflation standard
Maldacena 2002

La forme générale de l'action est la suivante (pour un couplage minimal)

S=3 [ VAIR= (Vo) - 2v(@)

In order to proceed it is convenient to work in the ADM formalism. We write the

metric as

ds® = —N2dt® + h;;(dz* + Nidt)(dz? + Nidt) (2.5)

and the action (2.1) becomes

S = % / vh [f‘u’R[S]‘ _ 9NV + N} (EijEij B Ez} L+ NL [:{3‘ _ ﬁriaﬂbjz B ﬁrhijﬂigpﬂﬂj}
(2.6)

Where 1
Eij = E(hij — vihrj _ vjhri)

E=E

(2.7)




Choix de jauge

6 =0,  hij = e[(1+20)di; + 73] , Bivij =0, Vi = 0

The equation of motion for N* and N are the the momentum and hamiltonian con-

straints

ViN~Y(E:-68E)]=0
R® 2V - N%(E;;EY —E?) - N~2¢* =0

Action a 'ordre 2

1 P 4
S:E/dtda:r_—g[e -

i




Action a I'ordre 3

o, @ ]
de'—ﬁ@ﬂiﬂwﬁg — $Ox0;0 +

{f)VH Vv
. 3 -
S :,L-' S g

6

Oou encore...
;9
_ O eioxaict

4 p? 4 p?

2 2
—|—1¢ } —|——¢—53Pﬁﬂxﬁﬂxg

MPIV’) 1 g2




La fonction a trois points resultante

After adding the contribution of the field redefinitions we get the final result for the

three point function

{[:Fni:kqug} — (E’T 353 Z k. ) 4 ..!54 1_[ (lgkz}./-'l {4.5)

where the star indicates evaluation at horizon crossing and

21.2
ZA:“- [Zka T D IR Ll

1#]

@':P:

£

1 MaV'\*> 162 1 MZV" 14?1
2\TV T 252 M2 = TSl T2 MR

2 p* M, Vv b6 277 M3

Note (Cz(t)Cp (1)) ~ (2m)%8%(k + E') L 7. P
RASRE | 2k% M2 ¢2

: C(Q) C(l)C(l)




Consequences :

Non-Gaussianites attendues en inflation
standard sont tres faibles

Il est necessaire de faire le calcul complet
des NG pendant la phase de recombinaison

Amplitude des NG attendues : ® ~ @72 au
moins




Inflations multi-champ

consequences possibles de I'existence de
fluctuations isocourbes

Transfert de modes ?

® pendant la phase inflationnaire
® a la fin de la phase inflationnaire

® apres la phase inflationnaire




Transfert de modes pendant la phase
inflationnaire : image des univers
separes

Focusing of the Active quantum
classical trajectories if A > 0 fluctuations

Mode mixing: isocurvature
modes are projected onto
the adiabatic direction

Horizon crossing




ou encore a la fin de
I'inflation...

JAY

X

Focusing of the

classical trajectories if A > 0 Active quantum

fluctuations

End of inflation Horizon crossing




Apres la phase inflationnaire : le

curvaton

360

Fic. 8.14 — IMlustration du com-
portement de y,, suivant l'équa-
tion de Langevin (8.145). La
valeur du champ se comporte
comme une marche aléatoire,
avec pas indépendants, mais
dont les excursions sont limi-
tées par le potentiel an fond du-
quel évolue le marcheur. Pour
un champ de masse nul, les ex-
cursions ne sont pas bornées et
la largeur de la distribution des
excursions croit indéfiniment.

Univers separes




Un modele explicite

d’inflation multichamp

Brunier, FB ‘07




Inflation with global susy : F- and D-
term hybrid models
« SUSY model from F-term (Dvali, Shafi Schaefer '94)

Superpotential: W=-A\ MZS +ALSD D
.

mass parameter  pimensionless Chiral superfields

parameter

+ SUSY model from D-term with nonzero g and g (Binétruy
et Dvali '96)

Superpotential: W=\ 5(1)+(I)_

Dimensionless Superfields with charges

Chiral ield
parameter }.“m superfie +1 and -1
with no charge




More fields in the superpotential...

What is happening if field content is extended ?
=S +v,.5’+ A ((x,S, )(EJCDJ.)
with only cubic terms

+ Interesting cases are (in context of D-term inflation)
- W=A1S50D+uC curvaton model
- W=v.S+4 ((x,S, )5(13 multiple-field inflation




The resulting effective potential

- Model: 2-field inflation,
v, 2 0, v, «1 (and v, » A?)

+ the effective potential is then the
following,

V = I’frl-loop + 1V2[8Ss|* + A2 |cos 08, + sin S, [o]?

qg°

3

(—[21” +€)°




We are left with a model of the form (F2 & uzan 03)

A massive transverse

field that eventually
The inflaton A |Ight transverse field undergoes a phase
transition

2
%M%ﬁy’? 38

Vi v, ) [T —rrﬁ:'

. )
| 3."."_ | o= e - Y SO

Focusing of the

classical trajectories if A > 0 Active quantum

fluctuations

Inflationary period stops
at a time that depends on
both the @ and x values

End of inflation Horizon crossing




Mode transfers, 6N formalism

- At linear order:

I 3H? _ 3H?
IN = — dp + tan
Ve |Horizon crossing Ve lend of inflation

T 'T

Standard adiabatic Transfer of
fluctuations isocurvature modes

\/

evolution of statistical
properties of these modes ?




Finite volume effect: an effective
potential

» Super-Hubble modes cannot be observed =
extra parameters

HE _ — 2
Vi x2) = [(x1 +%1)% + (x2 +X2)°]

*  From Fokker-Planck equation,

B V2u ox _ETTEL‘E [T]? —|-T:%]'2
H2Br 3H?

Horizon crossing
for survey size

Horizon crossing
for smoothing scale /777 7
S

. . A
End ofinflation /.~ -




The three- and four-point functions

equilaral triangle configuration square configuration

-2. 0. 2. . . 0. 2.
—Log[-k, 7] —Log[-k; 7]

FIG. 5: Behavior of the reduced correlateors, ()3 and Q4 of the field x1, as a function of N, = log(k:n). The function Q3

(left panel) is to be multiplied by v*%,/H?; the function tha‘r (thick lines of right panel) is to be multiplied by —v*/H? and
the function Qﬁme (thin lines) is to be multiplied by 2:;4{9Tf —O—Tg] /H 4. The dashed lines correspond to the corresponding

asymptotic behahiors.




Consequences : Bispectrum and trispectrum

* Definition: (o(k1)...0(kn))c = ODirac(k1 + -+ kn)Py
* Py (ki ka, ka) = 2fnL [P(k1) P(k2) + sym.]

This is to be contrasted
with generic inflation : fy,
~ 10* s of order unity

. D3N > (9Xi + X5
Pyo(ke, .. k) =415 m [P(k1)P (ks + ko|)P(k3) + sym.] -
+ 6gNT [P(kl )P{kg}P(ng] + S}’H‘L]

o sin® @
gyt = —v" Ne 12P2




Conséquences observationnelles

B - by fa I
£1fafy — E My M2 Mma ¢y my i gmo Aams

m] e, ma

. ,I'I{Eh + 1)(200 +1)(285 + 1) [ £, £y £q
(B, otz )e = ‘l"l = 0 0 0 T

E‘f b s _y—l bfhfﬂ-fa
140,83 — ¥32
Cr,Cy, + Cr,Cr, + Cr, C,

normalized bispectrum normalized bispectrum
Al
\

e
~\
i

L

LY

50 100 50 100
1 1

FIG. 4: Left panel: normalized bispectrum for an equilateral configuration be ¢ ¢ in & ACDM model (dashed line) and a sCDM
model (solid line). The integrated Sachs Wolfe effect prevents the formation of a plateau at low £ in a ACDM model. Both
curves exhibit aconstic oscillations of roughly the same amplitude although acoutic pics seem to be larger in a ACDM model.
Right panel: £2(f+1)*bg 4, in a ACDM model (dashed line) and a sCDM model (solid line). The amplitude of the bispectrum
is greater in a ACDM model. Comparison between the two plots shows that the second peak (£ ~ 300) in be¢ ¢ is only due to
the minimum of the Ci's.




Contraintes observationnelles

Exclusion diagr'ams (FB, Brunier '07)

Planck WMAP (bispectrum)

Generic (Kogo, Koma’rsu '06)
value for

0.0003.001 0.005 0.01 05 0. 0.005 0.01 0.05 0.1
Vv v

FIG. 3: Exclusion diagrams for parameters v and X for § = 7 /4 (left panel) and for # = 0.1 (right panel). The locations of
the dotted lines where ¥ is equal to its expected one o fluctuation. The gray areas and solid or short dashed lines correspond
to the exclusion zones, obtained by WMAP (solid line) or expected by Planck (short dashed for bispectrum, gray areas for
tri-spectrum). The bispectrum constraint corresponds to a straight line (of slope —2); the trispectrum is more complicated due
to two competing terms in the trispectrum. The long dashed is the location where the terms cancel. We adopted the results
of [29] on the upperbounds the Planck mission is expected to provide, fyr = 5 and mnr. = 560.
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